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@ Fraktale
@ Okreélenie nieformalne

© Przyktady fraktali
@ Funkcja Weierstrassa
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© Wymiar
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o Wymiar pudetkowy
@ Inne definicje wymiaru
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Fraktale

Okreslenie nieformalne

Okreslenie nieformalne

W jaki sposdb okresla sie fraktale?

1 S3 to obiekty okreslone zaleznoscia rekurencyjng, a nie
wzorem.

2 Maja one ceche samopodobienstwa, czyli kazda cze$¢ wyglada
jak pomniejszona catosé.

3 Ich wymiar nie jest liczba catkowita.



Fraktale

Okreslenie nieformalne

Okreslenie nieformalne

... nic nie wyjasnia

1 Niektére fraktale mozna opisaé¢ zwartym wzorem. Przyktad to
zbiér Cantora, ktéry zawiera punkty o wspdtrzednych

zadanych wzorem
[e.e]
ak
x=2 3k
k=1

dla a, € {1,2}.

2 Odcinek sktada sie z czesci ktére wygladaja doktadnie tak
samo jak caty odcinek.

3 Niektore fraktale maja wymiar catkowity. Przyktadem jest
piramida Sierpinskiego.



Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Pierwsze przyktady

Pierwsze przyktady fraktali pojawity sie przez wymysleniem nazwy
fraktal.

o 1872, Karl Weierstrass — przyktad funkcji ciagtej nigdzie
nierézniczkowalnej
@ Inne przyktady:

e 1874, Henry Smith; 1883, Georg Cantor — zbiér Cantora;
o 1904, Helge von Koch — krzywa ($niezynka) Kocha;
e 1916, Wactaw Sierpinski — dywan Sierpifiskiego;

Zwykle byty to obiekty problematyczne z matematycznego punktu
widzenia.



Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa

W roku 1872 Karl Weierstrass podat przyktad ciagtej funkgji

rzeczywistej ktéra nie posiada pochodnej. Oryginalnie zdefiniowana
byta w postaci szeregu Fouriera

Wa,b(x Za cos(b dlaab>1+27r

Réwnowazne okreslenie w postaci szeregu:

> sinmk?x
wo(x) =Y — =

6
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa
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Funkcja Weierstrassa na [0,1] dla a =2

(http://mathworld.wolfram.com/WeierstrassFunction.html)


http://mathworld.wolfram.com/WeierstrassFunction.html

Przyktady fraktali

Funkcja Weierstrassa
Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa
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Przyktady fraktali

Funkcja Weierstrassa
Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa — wzér dla liczb wymiernych

Dla liczb wymiernych funkcja Weierstrassa ma postac

W<p> q lsin (k227)

o) 7Ha i ()
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Przyktfady fraktali

Funkcja Weierstrassa — wzér dla liczb wymiernych
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Funkcja Weierstrassa na [13%5, 10556] W wersji dla funkcji

wymiernych (z krokiem gg5655) i interpolacja szeregu.

11/43



Przykfady fraktali Funkcja ierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Zblor Mandelbrota

a tekstowa
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Pierwszy rysunek zbioru Mandelbrota (https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mandel.png)


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mandel.png

Przyklady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

/bior Mandelbrota

Wersja czarno-biata

Rozdzielczo$¢ 0.005 na [—2,1] x [—1,1], 50 iteracji.
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Przyktady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

/bior Mandelbrota

Definicja

Zbiér Mandelbrota jest okreslony poprzez wtasnosci funkgji
z(k) = z?(k — 1) + z9 za warunkiem poczatkowym z(0) = z.

@ jest zdefiniowany na ptaszczyznie zespolonej;

@ zawiera punkty dla ktérych zachodzi

{z0 : Vi|Z%(K)| < 2}
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Przyklady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

/bior Mandelbrota

Przyblizenie

Piata iteracja zbioru Mandelbrota.
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Przyktady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Zbiér Cantora

Konstrukcja

e odcinek [0, 1] podziel na trzy czesci
@ usun odcinek (%, %) pozostawiajac jego punkty brzegowe

e powtérz powyzsze kroki dla odcinkéw 0, § i [3,1]
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Przyktady fraktali

Zbiér Can

Przyktad
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Przyktady fraktali il rstrassa

Zbiér Mandelbrota

Zbiér Cantora

Wtasnosci

@ jest nieprzeliczalny — mozna zbudowa¢ surjekcje na [0, 1];

@ jest miary zero;



Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Zbiér Cantora

Uogdlnienia

Dwa uogdlnienia na ptaszczyznie to:
e dywan Sierpinskiego —

o pyt Cantora —
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa
Zbiér Mandelbrota

Tréjkat Sierpinskiego

Konstrukcja

o tréjkat réwnoboczny podziel na cztery réwne tréjkat
réwnoboczne;

@ usun srodkowy tréjkat;

@ zastosuj powyzsze kroki do pozostatych trzech tréjkatéw.
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Tréjkat Sierpinskiego

Przyktad
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Przykfady fraktali Funkcja Weierstrassa

Zbiér Mandelbrota

Shiezka Kocha

Konstrukcja

@ podziel odcinek na trzy réwne czesci

@ narysuj trojkat réwnoboczny o podstawie bedacej Srodkowym
odcinkiem

@ usun podstawe trdjkata



Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicj

Wymiar

Nieformalnie

Liczba wspétrzednych ktére trzeba podaé aby okresli¢ obiekt.

Na poczatku XX w. okre$lenie czym jest wymiar byto jednym z
najwazniejszych probleméw w matematyce.
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy

Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar pudetkowy (fraktalny)

Wymiar pudetkowy

Okreslenie wymiaru pudetkowego pochodzi od Hermana
Minkowskiego.

Interesuje nas okreslenie wymiaru obiektu F zanurzonego w
n-wymiarowe] przestrzenie euklidesowej.

@ korzystamy z miarki o boku € (np. odcinka, kwadratu, itd.);

e przez N (F) oznaczamy minimalng ilo$¢ miarek o boku e
potrzebna do nakrycia obiektu F;
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy

Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar pudetkowy (fraktalny)

W przyblizeniu zachodzi zalezno$é

1

~
Ed

Ne(F)
gdzie liczbe d mozna traktowa¢ jako wymiar obiektu F.

Doktadng wartos¢ d uzyskujemy przechodzac do granicy z
rozmiarem miarki,

, _ .. log Ne(F)
dimg(F) = lim = g1/
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy

Inne definicje wymiaru

Wymiar

Woymiar pudetkowy (fraktalny) — przyktad

Lewis Richarson (1961)
Pomiar dtugosci linii brzegowej Wysp Brytyjskich.

e dtugoscia linii brzegowej L(\) jest dtugos¢ najkrétszej tamane;j
ztozonej z odcinkéw o dtugosci A, takiej, ze punkty leza
zawsze na brzegu wyspy,

L(A) = AN(N)

e dla krzywych gtadkich, przy A\ — 0, istnieje granica L(\);

@ okazuje sie, ze wraz z malejacym X ilosc odcinkéw N(\)
rosnie szybciej niz dla krzywych gtadkich,

N(A) ~ A9,
gdzie d > 1.
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy

Inne definicje wymiaru

Wymiar

Woymiar pudetkowy (fraktalny) — przyktad

@ Dla zachodniego wybrzeza Wysp Brytyjskich zachodzi
d ~ 1.25.

@ Oczywiscie w tym przypadku nie jest mozliwe dokonanie
przejscia granicznego z dtugoscig miarki, A — 0.

Poczatek badania fraktali

Eksperyment Richarsona stat sie poppularny dzieki pracy Benoit
Mandelbrota How Long Is the Coast of Britain? Statistical
Self-Similarity and Fractional Dimension” opublikowanego w
Science w 1967 roku.
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar Hausdorffa

Okreslenie wprowadzone w 1918 przez Feliksa Hausdorffa. J

Pokryciem B zbioru F C R” nazywamy rodzine kul, ktérych suma
zawiera F. Srednica pokrycia nazywamy $rednice najwiekszej z kul,

— H d
a(d,e) = I?gf Z(dlam A,
AeB

gdzie diam A to maksymalna odlegto$¢ miedzy elementami A.
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar Hausdorffa

Wymiar Hausdorffa

Istnieje doktadnie jedna liczba dp, taka, ze

. ) oo dlad<dy
e"lfbo‘(d’e)_{o dla d > do

Licze dp nazywamy wymiarem Hausdorffa zbioru F i oznaczamy
dimH(F).
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar Hausdorffa — wtasnosci

Witasnoéci wymiaru Hausdorffa:
@ jezeli AC B C R", to dimy(A) < dimy(B);
o jezei ACR"i ACR", to
dimy(A) + dimy(B) < dimy(A x B);
e dla sumy dimy(AU B) = max{dimy A, dimy B};
@ dla zbioru A otwartego w R”, dimy A = n;

e dla podzbioréw R" majacych zerowa miare Lebesgue’a,
wymiar Hausdorffa moze przybiera¢ wartosci od 0 do n.
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Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar Hausdorffa — wtasnosci

@ Kazdy zbiér na ptaszczyznie mozna z dowolna doktadnoscia
przyblizy¢ zbiorem o zadanym wymiarze Hausdorffa.

@ Na pytanie Czy zbiér przedstawiony na rysunku jest
fraktalem? mozna zawsze odpowiedzie¢ twierdzgco.
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Wymiar Nymiar pud
Inne definicje

Wymiar topologiczny

Wymiar topologiczny

Formalnie wprowadzit to pojecie Eduard Cech bazujac na wynikach
Henriego Lebesguea.
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Wymiar
Inne deflmqe wymlaru

Wymiar

Wymiar topologiczny

Niech F bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej. Wymiar
topologiczny zbioru F definiujemy jako:
) dimT((D) = -1,
e dimy(F) = n wtedy i tylko wtedy gdy, dla kazdego x € F i
kazdego otoczenia U, punktu x, istnieje x € V C Uy taki, ze
o dimr(VNF)<n—1;
o liczba n jest najmniejsza liczba naturalng dla ktérej zachodzi
powyzsza nieréwnos¢.

33/43



Okreslenie nieformalne
Wymiar Wymiar pudetkowy
Inne definicje wymiaru

Wymiar

Wymiar topologiczny — wtasnosci

WHtasnosci wymiaru topologicznego:
@ Dla zbioréw niepustych wymiar topologiczny jest zawsze liczba
catkowita nieujemna.
@ Jest zawsze mniejszy lub réwny wymiarowi Hausdorffa.

@ Jest niezmiennikiem topologicznym — dwie homeomorficzne
przestrzenie maja ten sam wymiar topologiczny.
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Definicja fraktali

Definicja fraktali

Fraktalem nazywamy zbiér, ktérego wymiar topologiczny jest rézny
od wymiaru Hausdorffa.
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Definicja fraktali

Definicja fraktali
Przyktady

Co jest a co nie jest fraktalem?

o Gwiazdka Kocha jest fraktalem, ale jej wnetrze nie jest
fraktalem.

@ Zbiér Mandelbrota nie jest fraktalem, ale jego brzeg jest
fraktalem.

@ Zbiér Cantora jest fraktalem, ale istniejg zbiory
homeomorficzne z nim ktére nie s3 fraktalami.

o Fraktalem jest piramida Sierpinskiego, chociaz jej wymiar jest
liczba catkowita.
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Definicja fraktali

Definicja fraktali
Przyktady

Wymiary wybranych fraktali:

o funkcja Weierstrass: 3 (brak dowodu)

@ wybrzeze Norwegii: 1.52

@ zfoty smok: Iogwgo

o kalafior: 2.33

@ powierzchnia mézgu: 2.79

@ powierzchnia ptuc: 2.97
Wiecej na
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_fractals_by_Hausdorff_dimension
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Wyktadnik Hursta

Wyktadnik Hursta

Odpowiednik wymiaru fraktalnego w analizie szeregéw czasowych.

@ 1951, Harold Edwin Hurst — pomiary dtugozakresowych
tendencji w poziomach wody.

@ Daje on miare nieuporzadkowania danych (sygnatu
czasowego).
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Wyktadnik Hursta

Wyktadnik Hursta

Definicja

Zadany jest ciag danych pozyskiwanych w czasie 9(t), gdzie t jest
zmienng dyskretna. Srednia i odchylenie standardowe sygnatu w
przedziale (0, 7) s3 zdefiniowane jako

pelw(o] = 2 S0
t=1

S, (1)) = J 53 ((0) - (o)

t=1
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Wyktadnik Hursta

Wyktadnik Hursta

Definicja

Dla sygnatu mozemy okresli¢ akumulowane odchylenie
standardowe jest zdefiniowane jako

t

X(t,m) =D (¥(u) = ue[v])

u=1
oraz jego zakres na przedziale (0, 7)

R(7) = max X(t,7) — min X(t,7)
dal<t<.

Analiza R/S

Analiza R/S to badanie zaleznosci stosunku R/S od 7.
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Wyktadnik Hursta

Wyktadnik Hursta

Przyktad

Efekt korelacji w danych:
@ Jezeli nie ma korelacji miedzy kolejnymi wartosciami sygnatu,

to
R/S = gT.
@ Hurst badat zmiany poziomu wéd w Nilu i w takim przypadku
H
.
R/S=|=
s=(3)

gdzie H = 0.73 = 0.09. Zalezno$¢ ta nazywamy prawem
Hursta, a liczbe H okre$la sie mianem wyktadnikiem Hursta.
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Wyktadnik Hursta

Zwiazek z wymiarem fraktalnym

@ wyktadnik Hurst jest miarg zaleznosci dtugozakresowych,
natomiast wymiar fraktalny jest wtasnoscia lokalna

e w przypadku danych samoafinicznych (skalujacych sie réznie
w réznych kierunkach), zachodzi zaleznos$¢

dimg+H=n+1
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Wyktadnik Hursta

Dziei Sierpifiskiego na Politechnice Slaskiej — 02/04 /2016

http://fraktal.polsl.pl/

pocia

(Ztoty Smok, https://en.wikipedia.org/wiki/File:Phi_glito.png)
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