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Program wykladu
,.VMlechanika kwantowa 11”

Informacje ogoélne

Wyktad, przeznaczony dla studentow fizyki ktérzy wybrali specjalizacje teoretycz-
ng, ma na celu uzupelnienie i rozszerzenie kursowego wyktadu mechaniki kwantowe;j.
Wyktadowi towarzysza ¢wiczenie prowadzone metoda seminaryjna, ich celem jest zi-
lustrowanie materiatu przyktadami z aktualnego frontu badan fizyki oraz wyjasnie-
nie trudniejszych probleméw w drodze dyskusji. Wyktad obejmuje 30 godzin zajeé
(2 godziny w tygodniu) w semestrze zimowym, to samo dotyczy ¢wiczen. Wyklad
koniczy sie egzaminem w sesji zimowe;j.

Plan wyktadu

1. USciSlenie i rozszerzenie podstaw mechaniki kwantowej: pojecie osrod-
kowej przestrzeni Hilberta, najwazniejsze klasy operatoréw na przestrzeni Hil-
berta, opis standéw przy pomocy operatorow statystycznych,iloczyn tensorowy
przestrzeni Hilberta, suma prosta przestrzeni Hilberta.

2. Kwantowy opis uktadéw zlozonych: interpretacja fizyczna iloczynu tenso-
rowego przestrzeni Hilberta, obserwable poduktadéw, §lad czeSciowy i redukcja
stanu uktadu ztozonego, holizm kwantowy i paradoks Einsteina, Podolskiego i
Rosena, rozwéj w czasie uktadu ztozonego i poduktadéw, podstawy kwantowej
teorii uktadéw otwartych, problem pomiaru w mechnice kwantowej i problem
dekoherencji.

3. Kwantowa teoria ukladéw z nieograniczona iloScia czastek: interpre-
tacja fizyczna sumy prostej przestrzeni Hilberta, reguty superselekcji i obser-
wable klasyczne, czastki identyczne i przestrzen Foka, czastki nierozréznial-
ne, stany symetryczne i antysymetryczne, paraczastki, operatory konstrukc;ji,
podstawy drugiego kwantowania, kwantowe relatywistyczne pole kwantowe,
granice stosowalnoéci formalizmu przestrzeni Foka: model van Hove’a i model

BCS.



Katowice, 16. XI 1994
S. Bugajski



Rozdziat 1

Podstawy matematyczne

”(...) in all properly formulated physical ideas there is an economy of thought which is
beautiful to contenplate. I have always been concerned that this esthetic aspect of a well-
exppressed physical theory is just as indispensable as its agreement with experiances. Only
beauty can lead to that .............. ”

1.1 Teoria miary

Doskonaly wyklad teorii miary znalezé mozna w ksiazce [Sik58].

1.1.1 Pewne struktury zbioréw

Definicja 1.1 Niepustq rodzine m podzbioréw zbioru X nazywamy cialem (lub al-
gebrg) zbioréw, jezeli

1. Npgem X \AEm

2. NapemAUBEM

Jak tatwo pokazaé¢ z powyzszej definicji wynikaja nastepujace wlasnosci
1. X, em

2. NapemANB,A\Bem

Jezeli X jest dowolnym zbiorem, to wszystkie ponizsze zbiory sa ciatami pod-
zbioréw zbioru X

1. {0, X} (cialo nie moze by¢ mniejsze)
2. 2X (ciato nie moze by¢ wieksze)

Definicja 1.2 Niepustq rodzing m podzbioréw zbioru X nazywamy o-cialem (lub
o-algebrq) zbiorow, jezeli



1. Npem X \AEm
2. Nay,.ap,.emUnzt An €m

Dla dowolnej rodziny podzbioréw zbioru X istnieje najmniejsze o-ciatlo zawierajace
tg rodzine. Zdefiniowane jest ono w nastepujacy sposoéb:

Definicja 1.3 Niech R bedzie pewng rodzing podzbiorow zbioru X. Rodzine
o(R) = ﬂ{m € 2% R c m Am jest o-cialem }
nazywamy o-cialem generowanym przez rodzine R.

Przyktad 1.1 Niech 7 bedzie rodzing zbioréw otwartych na prostej. Rodzine o(T)
nazywamy rodzina zbiorow borelowskich.

Definicja 1.4 Pare (X, m) gdzie X jest pewnym zbiorem, a m o-cialem podzbioréw
zbioru X mazywamy przestrzeniq mierzalng.

1.1.2 Miara

Definicja 1.5 Niech m bedzie o-ciatem podzbiorow zbioru X. Funkcje rzeczywistq
w:m — [0, 00] nazywamy miarg jezeli

1. u(®) =0
2. /\Al,...,An,.‘.Em(/\i,j Ain Ay =0= p(UpZy An) = 2021 1(An))

Inaczej méwiac miara jest to rzeczywista, nieujemna, przeliczalnie addytywna (o-
addytywna) funkcja zbioru.

Definicja 1.6 Trojke (X, m, ) gdzie X jest pewnym zbiorem, m jest o-ciatem pod-
zbiorow zbioru X, a p jest miarg na m nazywamy przestrzeniq z miarg.

Przyklad 1.2 (Miara Lebesgue’a) Miara Lebesque’a na przestrzeni (R, B(R))
jest generowana przez funkcje p((a,b)) = b — a dla dowolnego odcinka otwartego
(a,b), a,b € Ra < b. Dowodzi si¢ zZe funkcja ta ma jednoznaczene rozszerzenie na
B(R) i ze to rozszerzenie jest miarg.

Definicja 1.7 Mdéwimy Ze dwie miary 1 © vo sq¢ wzajemnie osobliwe jezeli istnieje
X € B(R) taki ze pu1(X) =0 i ua(R\X) = 0.

Definicja 1.8 Mdowimy Ze miara u jest o-skonczona, jezeli



1.1.3 Funkcje mierzalne

Definicja 1.9 Niech dane bedg przestrzenie mierzalne (X1, my) oraz (Y,n). Funkcje
[ X =Y nazywamy mierzalng jezeli A ey f~1(A) €m

Przykltad 1.3 Funkcje mierzalne wzgledem o-ciata podzbioréw zbioru X generowa-
nego przez topologie na X nazywamy funkcjami borelowskimi. Funkcjami borelow-
skimi sq w szczegdlnosci funkcje ciggle.

1.1.4 Calka
Definicja 1.10 Calkg funkcji prostej wzgledem miary p nazywamy

[ fan =" ain(a)
=1

Calke dowolnej funkji okreslamy wykorzystujac powyzsza definicje oraz okreslenie
zbieznosci wedlug miary.

Definicja 1.11 Mowimy Ze ciag funkcji prostych { f,} jest zbiezny wedlug miary do
funkcji f jezeli
A Tim p({e | [fu(@) - f@)] > ¢}) =0
e>0
Zbieznoéc wedlug miary oznaczamy przez f, = f
Definicja 1.12 Funkcja jest caltkowalna na (X, m, ) jezeli jest mierzalna i istnieje

cigg funkcjyi prostych zbiezny wedlug miary do funkcji f.

Definicja 1.13 Calkg funkcji catkowalnej f nazywamy

[ = tim [ fudp

Przyktad 1.4 Calkq Lebesque’a z funkcji catkowalnej f:R — R nazywamy calke
funkcji f wzgledem miary Lebesque’a[1.3

1.1.5 Twierdzenie Radona-Nikodyma

Niech u, v beda miarami na przestrzeni mierzalnej (X, m).

Definicja 1.14 Mowimy zZe v jest absolutnie cigglta wzgledem p wtedy, i tylko wtedy
gdy

A 1#(A) = 0= v(A) =0
AeB



Twierdzenie 1.1 (Radona-Nikodyma) Miara v jest absolutnie ciggla wzgledem
miary u wtedy, i tylko wtedy gdy istnieje mierzalna funkcja f :— R taka, Ze

A () = [ fa)du)

AeB

Co wiecej | jest okreslona jednoznacznie prawie wszedzie wzgledem miary p (tj. Ze
niejednoznaczno$é moze byé tylko na zbiorze miary zero), jest ograniczona i nie-
ujemna.

Funkcje f okre$lona powyzej nazywamy pochodng Radona-Nikodyma; oznaczamy
[
"

1.2 Iloczyn tensorowy miar

1.3 Prawdopodobienstwo

Rozwdj teorii prawdopodobiefistwa nie bytby mozliwy bez precyzyjnego sformtowa-
nia czym jest samo prawdopodobienstwo. Narzedziem pozwalajacym na dokonanie
tego jest teoria miary.

1.3.1 Aksjomatyka Kolmogorowa

Definicja 1.15 Niech Q) bedzie pewnym zbiorem, a B — o-cialem jego podzbioréw.
Prawdopodobienstwem P nazywamy miare na B, spelniajgca warunek P(Q) = 1.

1.3.2 Zmienne losowe

Definicja 1.16 Zmienng losowa nazywamy funkcje rzeczywistq mierzalng na prze-
strzeni mierzalnej (2, B).

Jezeli p jest miara probabilistycza, to [ fdu jest wartoscia Srednia (wartoscia ocze-
kiwana, nadzieja matematyczna) zmiennej losowej f wzgledem miary p Jezeli v jest
miara probabilistyczna na (R, B(R)), to jej pochodna Radona-Nikodyma wzgledem
miary Lebesgue’a y nazywana jest gestoscig prawdopodobienstwa.

1.4 Przestrzenie Hilberta

Arena na ktorej rozgrywaja sie wydarzenia teorii kwantowej jest przestrzen Hilberta. Ak-
torami wystepujacymi w przedstawieniu sa ntomiast operatory liniowe dzialajace na tej
przestrzeni.

W tym podrozdziale skupimy sie na elementach teorii przestrzeni Hilberta potrzebnych
w dalszej czesci ksigzki. Czytelnika zainteresowanego poglebieniem swojej wiedzy odsylamy
do pozycji [Mau59, [M1a87, [Rud01]



1.4.1 Podstawowe definicje

Definicja 1.17 Illoczynem skalarnym na przestrzeni lintowej H nazywamy odwzo-
rowanie (-|-) : H x H — C spelniajgce warunki

1.{flf) > 0N ({flf) =0« f=0)
2. {flg) = (flg)"

3. (flg+h) = (flg) + {f|h)

4. (fIAR) = A(f[h)

Przyktad 1.5 Ponizej podajemy najczesciej spotykane przyktady przestrzeni Hil-
berta

- C" := {(z1,...,xn)|x1,...,xn € C} 2z iloczynem skalarnym zadanym przez
(flg) =31 fitgi

-2 ={(21,--yTn,- - |21, Ty ... € C} 2z iloczynem skalarnym zadanym
przez (flg) == >_2, figi

~ L2(X,m, ) — przestrzen funkcji catkowalnych z kwadratem na przestrzeni (X, m, 1)
z osrodkowg miarg [

Twierdzenie 1.2 (Riesza-Fishera) Przestrzen Hilberta H jest izomorficzna z C™
qdy jest skoticzenie wymiarowa lub z 12 gdy jest nieskoriczenie wymiarowa.

Tak wiec badanie nieskoniczenie wymiarowych przestrzeni Hilberta sprowadza sie do
badania przestrzeni ¢2.

1.4.2 Operatory liniowe ograniczone

Definicja 1.18 Operatorem liniowy na przestrzeni Hilberta H nazywamy odwzoro-
wanie liniowe T : D(T) — H spelniajgce warunek

A N\ Tlaz+By) = aT(z) + ST(y)

z,yeH ,feC

Zbiér tych elementéow ‘H na ktérych okreslony jest operator T nazywamy daiedzing
operatora i oznaczamy przez D(T) .

W zbiorze operatoréow linoiwych na H mozemy wprowadzi¢ w naturalny sposéb
dziatania dodawania operatorow i monozenia operatoréw przez liczbe zespolona.
W ten sposob zbidr ten zyskuje strukture przestrzeni liniowej.

Norme operatora definujemy w nastepujacy sposéb



Definicja 1.19

1Tl = Su%))HTwII

zeD(T
Wygodniej jest korzystaé¢ z nastepujacego okreslenia normy

Twierdzenie 1.3 ||T|| = SUP) | (|1 || Tx||

Definicja 1.20 Operatro liniowy T na H nazywamy ograniczonym jezeli jego norma
jest skonczona.

Zbiér operatoréw liniowych na H oznaczamy przez B(H)

Definicja 1.21 OPerator T jest ciggly w x € D(T) jezeli dla dowolnego ciggu
elementow {zp}neny C D(T) mamy

lim z, = = hm T, =Tz
n—oo

Ponizsze twierdzenie odnosi sie takze do ogdlnego przypadku odwzorowania linio-
wego pomiedzy przestrzeniami unormowanymi.

Twierdzenie 1.4 Niech T bedzie operatorem na przestrzeni Hilberta H. Wowczas
nastepujgce warunki sg rownowazne.

(a) T jest ciggly w jednym punkcie
(b) T jest ciggly wszedzie
(c) T jest ograniczony

Dla danego operatora ograniczonego istnieje doktadnie jeden operator T%, nazywany
operatorem sprzezonym do T', taki ze

N (T*flg) = (fITg)
f,gGH

Zachodzg nastepujace wlasnosci
(1 T1T2 = TQ*Tl
(11 /\)\E(C )\CZ—D.< N T™

)
)
(i) T+ T =T + Ty”
(iv) T** =
)

V) [Tl = [IT1|

10



. « 2
(vi) [|T*T] = |||
(vii) Jezeli istnieje T~ to T*~! = 71"

Definicja 1.22 Operator nazywamy samosprzezonym (lub symetrycznym) jesli jest
0graniczony i TOWnyY SWojemu Sprzezeniu.

Twierdzenie 1.5 (Hellingera-Teplitza) OperatorT okreslony na calej przestrze-
ni Hilberta H i spelniajocy warunek A, geH<f|T9> = (T'f|g) jest ograniczony.

Zbior operatoréw ograniczonych okreslonych na przestrzeni Hilberta H oznaczamy
przez L(H). Dzialania w tym zbiorze okreslamy w nastepujacy sposéb: dla dowol-
nego f € Horaz A € R

(a) (Th +T)(f) =Ta(f) + T2(f)
(b) (AT)(f) = AT(f)
(c) (MiT2)(f) = TA(T2(f))

Przestrzen L£(H) stanowi zespolona przestrzen Banacha — jest unormowana, zupelna
przestrzenia liniowa.

Podzbiér operatorow samosprzezonych w L(H) oznaczamy przez Lg(H). Z nor-
ma operatorowa i dziataniami dodawania i mnozenia jest on rzeczywista przestrzenia
Banacha.

W przestrzeni tej mozna wprowadzié¢ porzadek liniowy i okresli¢ dodatnio$¢ opera-
torow

Definicja 1.23 Mdowimy ze operator T' € Ls(H) jest dodatni jezeli

N\ (Tflf) > 0.
feH

1.4.3 Operatory klasy sladowej

Definicja 1.24 Niech dana bedzie baza {1, | n € N} w przestrzeni Hilberta H oraz
niech A € L(H) bedzie ododatni na H. Sladem operatora A nazywamy liczbe

neN
Dla dowolnych A, B € L(H) oraz XA € C zachodza nastepujace relacje
1. Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B),
2. Tr(AA) = ATr(A),

3. Tr(UAUY) = Tr(A) gdzie U jest operatorem unitarnym,

11



4. 0< A< B = Tr(A) < Tr(B).

Slad jest funkcjonalem rzeczywistym na Lg(H™'), o wartoscaich w [0, oc].
Warosé bezwzgledna operatora definujemy w nastepujacy sposéb

Definicja 1.25 |A| := VA*A, A¢c Lg(H")
i wykorzystujac tg definicje okredlamy

Definicja 1.26 Operator A € Ls(H') nazywamy operatorrem klasy Sladowej (ope-
ratorem Saldowym), jezeli Tr|A| < oo Zbidr operatoréw klasy Saldowej oznaczamy
przez Tg(H). Ma on nastepujgce wlasnosci

a) Ts(H) jest rzeczywistq przestrzeniqg wektorowq.

b) Ac Ts(H)ANB € Tg(H) = AB € Ts(H) N BA € Ts(H) przy czym Tr(AB) =
Tr(BA)

c) ||A||; := Tr|A] jest normq na Tg(H), zwang normg Sladowq. Przestrzen Ts(H)
z normq Sladowq jest rzeczywistq przestrzenig Banacha.

1.4.4 Operatory nieograniczone

Zgodnie z twierdzeniem [I.5 operator samosprzezony okreslony na calej przestzrzeni
Hilberta H musi by¢ ograniczony. Tymczasem mechanika kwantowa wymaga opera-
toréw nieograniczonych, ktore w zwiazku z powyzszym nie moga by¢ okreslone na
calej przestrzeni Hilberta.

Operator liniowy T" w ogdlnosci nie musi by¢ okreslony na catej przestrzeni Hil-
berta. Podprzestrzen liniowa przestrzeni H na ktoérej jest on okreslony nazywamy
dziedzing operatora i oznaczamy przez D(T). Dziedzina nie musi by¢ zbiorem do-
mknietym.

Operator ograniczony okre$lony na D(T) mozna jednoznacznie rozszezy¢ na do-
mknieceie D(T'), a nie jednoznacznioe na cala H. Dlatego w wypadku operatoréow
ograniczonych mozna bez straty ogdlnoséi rozpatrywaé L(H ). Zapis T D T oznacza,
iz. operator 17 jest rozszerzeniem operatora 7.

Aby méwié o operatorze nieograniczonym musimy najpierw zadaé jego (gesta)
dziedzine, a potem okresli¢ jego dziatanie na wektorach z tej dziedziny.

Przyktad 1.6 Niech {¢n|n € N} bedzie bazqg w 'H.
(a) Definujemy operator Ty na H w nastepujacyn sposdb:

(1) Tipn = Anon, gdzie Ay, € R oraz limy, o0 A\, =0

(ii) na pozostalych przez liniowosé

Operator T jest ograniczony i samosprzezony

12



(b) Definujemy operator Ty na H nastepujgco:

(Z) Topn = npn
(ii) rozszerzamy przez liniowo$é gdzie si¢ da

Operator Ty ma dziedziane D(Ts) zloZong ze wszystkich kombinacji liniowych
Y ons i Tnpn takich, Ze Y o7 n2|xn\2 < 00. D(Ty) jest gestq podprzestrzeniq w
H. Operator Ty jest nieograniczony poniewaZ ||Tapn|| = n. Operator ten jest
takze ciggly.

(c) Wesmy phrzestrzer Hilberta H = L*(R) oraz D(Q) bedzie zbiorem funkcji
D(Q) = {¢ € L*(R)| Jp 2?|p(z)|* < oo}. Definujemy operator polozenia Q
nastepujgco:

N (Q0)() :=zo(x)
$€D(Q)
Operator ten jest nieograniczony i ma dziedzine gestq w H.

(d) Okreslamy D(P) := {¢ € L? (R)]% € L(R)}. Okreslamy operator pedu

A (Po)() =~ (o)

$eD(P) dz

Sprzezenie operatorna nieograniczonego

Nich D(T) bedzie gestym podzbiorem przestrzeni Hilberta H. Ustalmy f € D(T).
Jezeli istnieje f* € D(T) takie, Ze (f|Tg) = (f*|g) dla kazdego g € D(T).

1.4.5 Zbieznos¢ w przestrzeni Hilberta

W tej sekcji zebrane zostaly definicje i pewne twierdzenie dotyczace zbieznosc ciagdw
operatorow okreslonych na przestrzniach Hilberta [GI89].
Niech {7}, € B(H)|n € N} bedzie ciagiem operatoréw.
Definicja 1.27 (Zbieznos¢ staba) Cigg {1, }nen nazywamy zbieinym stabo do
T € B(H) jezeli
A lim (Taply) = (Tely)
peH

Oznaczamy to piszge w—limy, oo Ty, =T
Zbieznoscia stabg nazywamy réwniez zbieznoscia wedlug iloczynu skalarnego.

Definicja 1.28 (Zbieznos$¢ silna) Mowimy zZe cigg {T) }nen jest silnie zbiezny do
operatora T jezeli
A lim ||Twp — Tel| =0
n—oo
oeH

Zbieznosc ta ozbnaczamy piszgc s—lim, oo T, =T
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Definicja 1.29 (Zbiezno$é jednostajna) Mowimy Ze cigg {T,}nen jest jedno-
stajnie zbiezny do T € B(H) jezeli

lim ||T,, —T||=0
n—oo
Fak ten oznaczamy zapisujeé u—limy, oo T, =T

Zatem zbieznos¢ jednostajna oznacza zbiezno$¢ w normie opratorowej. Ze zbieznosci
jednostajnej wynika zbiezno$¢ silna a z niej staba.

1.5 Przestrzen funkcji calkowalnych z kwadratem

Niech (X, m,pu) bedzie przestrzenia z miara. Rozwazmy zbiér wszystkich funkeji
zespolonych mierzalnych na (X, m) takich ze [y |f|?du. Wprowadzenie dodowania
funkcji i monozenia funkcji przez liczbe zespolona zadaje na tym zbiorze strukture
przestrzeni liniowej. Nieréwnos¢é

[f (@) g(@)] < S(1f (@) + |g(@)*) (1.1)

l\.')\r—l

gwarantuje ze catka
/ (@) g(2)|de (1.2)

jest skonczona. Jenakze przyjecie [1.2] jako definicji iloczynu skalarnego na zbiorze
funkeji catkowalnych z kwadratem nie zapewni iz (f|f) = 0 < f = 0. Musimy zatem
dokonaé¢ utozsamienia funkcji réznigcych sie na podzbiorze zbioru miary zero. W
zbiorze funcji catkowalnych z kwadratem wprowadzamy relacje

~g<:>/rf 2)2dp =0 (1.3)

Relacja ta jest relacja réwnowanoéci. Przestrzen L2(X,p) jest zupelna wzgledem
metryki indukowanej przez norme:

N df.9)=Ilf -4l

f,g€L?

W przestrzeni L2(Xm, u) d(f,g) = 0 ozanacza ze f = g prawie wszedzie wzgledem
miary p.
1.6 Twierdzenie spektralne

1.6.1 Miary spektralne

W podrozdziale zdefiniowaliSmy miare rzeczywista. Tutaj podamy pewne uogdl-
nienie tego pojecia potrzebne do podania ogdélnej postaci twierdzenie spektralnego.
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Definicja 1.30 Niech X C R bedzie przedziatem skoriczonym. Miarg operatorowg
(ang. POVM - possitive operator value measure) na przestrzeni mierzalnej (X, B(X))
nazywamy odwzorowanie E : B(X) — B(H) spelniajece warunki

1. E(f) =0, B(X)=1

2. /\A,BEB(X) E(A)E(B) =E(ANB)

B JA=UZ i Ain((G#7)= (AiNnA;=0)] = E(A) =32, E(A;) przy czym
zbieznosé szeregu jest staba.

Jezeli zakresem miary operatorowej sa operatory rzutowe to nazywamy ja miara
projektorowa (ang. PV-measure). Miare operatrowa na R nazywamy miara polspek-
tralna, a miare projektorowa na R nazywamy miara spektralna.

Dla kazdej miary spektralnej £ : B — H i dla kazdego f € H takiego, ze
Nfll =1 per = (fIE()f) jest miara probabilistyczna na (S,9). Dlatego miary
probabilistyczne reprezentuja obserwable (wielko$ci fizyczne).

1.6.2 Rozktad spektralny

Niech v : X — C bedzie funkcja catkowalng z kwadratem normy wedlug miary
e, dla dowolnej miary spektralnej F i pewnych f € H. Z lematu Riesza wynika
istnienie operatora @ na H takiego ze (f|uf) = [yudppr dla f € Dy = {f €
H| [ [ul*dup,r < oo}. Operator ten oznaczamy @ = [y udE(N).

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie spektralne) Kazdemy operatorowi samosprze-
Zonemu A odpowiada dokladnie jedna miara spektralna E : B(R) — Ez[0,1] tak,
ze

A= / AE(N)
R
przy czym zapis A = [ AE(X) rozumiemy jako (p|AY) = [ AE(N)

Przyktad 1.7 1. Niech xa bedzie funkcjq charakterystyczna zbioru Borelowskie-
go A C R. Wowczas

xa(d) = [ xaWaE) = B(A)
2. Najprostszy przyklad miary spektralnej otrzymujemy biorgc
B(A) = (M)
dla dowolnej ustalonej miary probabilistycznaj .
3. W przestrzeni L*(X, R, 1) okreslamy E(A) przez

(E(A)f)(@) = xaf(x)
Odwzorowanie E : A — E(A) jest miarg projektorowg. W szegdlnosci gdy
(X,R) = (R, B(R)) otrzymujemy miare spektralng odpowiadajgcg operatorowi
polozenia.
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1.6.3 Wilasnoséi operatoréw samosprzezonych w jezyku miar spek-
tralnych

Wiasnoséi operatorow samosprzezonych daja sie elegancko wyrazi¢ poprzez wlasnosé
odpowiadajacych im miar spektralnych.

Widmo operatora samosprzezonego to najmniejszy zbiér domkniety w R taki ze
odpowiednia miara spektralana przyjmuje na nim wartos¢ I.

Operator jest ograniczony wtedy, i tylko wtedy gdy gdy jego widmo zawarte
jest wewnatrz skonczonego przedzialu na R. Spektrum efektu jest zawarte w [0, 1],
a spektrum operatora rzutowego to zbiér {0, 1}.

Kazdej wartosci wlasnej odpowiada operator rzutowy, a wszystkie wektory z
podprzestrzeni domknietej odpowiadajacej temu operatorowi to wektory wlasne A.
Oznacza to iz jesli \ jest wartoscig wlasng operatora A i E({\}) = Py jest operato-
rem rzutowym, to Ay = A dla kazdego 1 takiego, ze P\ = 1.

1.7 Twierdzenia Stonea

Niech A bedzie operatorem samosprzezonym z miara spektralng F. Dla dowolnej
liczby rzeczywistej t definujemy

U, = /R expiMdE(N) (1.4)

Naturalne jest tu oznaczenie
Ut — ei)\t

W ten sposéb definujemy funkcje wyktadnicza dla — niekoniecznie ograniczonego —
operatora A. Dla operatora oganiczonego A mozna to zrobié przy pomocy szeregu

7 - it)" n
e = Z (n?A (1.5)
n=0 ’

ktéry jest zbiezny w normie operatorowe;j.
Otrzymana rodzina {U;|t € R} operator6w ma nastepujace wlasnosci

e Dla ustalonego t € R opeator U; jest operatorem unitarnym, co oznacza iz jest
on liniowym, ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H zachowuja-
cym norme dowolnego wektora z H.

7 definicji wynika iz przy ustalonym ¢

N\ (Uef|Ug) = (flg) (1.6)
f.9eH

Pociaga to za soba réwnoé¢ UU* = U*U =1 ktéra mozna przyjac za definicje
operaora unitarnego.
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i /\t1 /\tg Ut1 Utz = Ut1+t2

o Jezeli {t, }nen jest ciagiem elementéw przestrzeni Hilberta takim ze lim, o =
to to
s— lim Utnf = Utof
n—oo

e Dla f € D4 definujemy pochodng

d o . Uf—f
q U/ = fim =
i otrzymujemy
d
hall —iA
dtUtf iAf

o Jezeli s—limy o U”;_f istneje, to f € Da

Jezeli parametr ¢ utozsamimy z czasem, to rodzina {U;|t € R} o powyzszych
wlasnosciach jest grupa dynamicznag ukiadu fizycznego, podczas gdy operator A
jest generatorem tej grupy.

Rodzina {U|t € R} jest silnie ciagla, jednoparametrowa grupa unitarna.

Twierdzenie 1.7 (Stonea) KazZda silnie ciggla jednoparametrowa grupa unitarna
jest pstaci {e*4t|t € R} dla pewnego operatora samosprzeionego A.

Inaczej moéwiac, kazda taka grupa wyznacza jedyna miare spektralng E na R
taka ze

Uy = / eMAE(N)
R

Operator A, ktorego istnienie zapewnia twierdzenie Stonea, nazywamy generatorem
infinitezymalnym grupy {U;|t € R}.

1.8 TIloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta

Majac dwa uklady kwantowe mozemy skonstruowaé uklada zlozony ktérego beda
one poduktadami. Do opisu otrzymanego uktadu wykorzystuajemy iloczyn tensto-
rowy przestrzeni uktadéw wyjsciowych.

Definicja 1.31 Przestrzen Hilberta H nazywamy iloczynme tensorowym przestrzeni
H1 @ Ho jezeli istnieje odwzorowania dwuliniowe ® : H, X Ho — 'H takie Ze

1. {®(f1, fo)|fr € H1, f2 € Ha, } napina H

2. (@(f1, f2)|®(g1,92)) = (f1lg1){f2lg1)

Oznaczamy wowczas H poprzez Hi ® Ho. Wektory posatci ®(f, g) nazywamy tenso-
rami prostymi i oznaczmy f ® g
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Nalezy zauwazyc iz ®(H1, H2) & H czyli istnieja w H; ® He wektory nie dajace sie
przedstawié¢ jako ®(f, g) dla pewnych f € H; oraz g € Ha.

Twierdzenie 1.8 (O jednoznacznosci iloczynu tensorowego) Niech Hi i Ha
bedq przestrzeniami Hilberta oraz niech H i IC bedg réznymi iloczynami tensorowymsi
H1 @ Ho z odwzorowaniami ® ¢ U odpowiednio. Wowczas istnieje jednoznacznie
okreslony operator U : H — K taki zZe

A A U@(f.9) = ¥(f.9) (L.7)
feH gell

1.8.1 Konstrukcja Iloczynu tensorowego

Oznaczmy przez fi1 ® f1 funkcje na H; x Ho zdefiniowana wzorem

f1 @ fi(g1,92) :== (filg1)(f2lg2) (1.8)

dla fi1,91 € Hy oraz fa,g2 € Ha. Przez Hy oznaczmy przestrzen wszystkich skon-
czonych kombinacji liniowych funkcji f1 ® fo

1.9 Suma prosta przestrzeni Hilberta

Niech H; i Ho beda przestrzeniami Hilberta.

Definicja 1.32 Zbior {(f1, f2)|f1 € Hi, fo € Ha} z dzialaniami dodawania
(f1, f2) + (91.92) = (f1 + 91, 2 + 92)

oraz mnozenia przez liczbe zespolong

A(f17f2) = ()\fla)\f2)

oraz z tloczynem skalarnym

((f1, 2)l(91, 92)) = (filgr) + (falg2)
nazywamy sumgqg prostq pzrzestrzenia Hilberta i oznaczmy przez Hoo @ He.
Przyktad 1.8 1. CeC = C? i ogélnie C"@C" = C™™ dla m in skoriczonych.

2. Niech M bedzie domknietq podprzestrzeniq przestrzenia Hilberta H. Wowczas
M+ = {f € H| /\geH fLlg} takze jest domknictq podprzestrzenig H i H =
Me M*:.

3. Uogdlniajgc poprzedzni przykliad mozemy stwierdzié iz w Hoo @ He podprze-
strzeri {(f,0)|f € Hoo} jest izmomorficzna z przestrzeniq Hoo a podprzestrzen
{(0,9)|g € He} jest izmomorficzna z przestrzeniq He.
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4. Niech py i po bedg wzajemnie osobliwymi miarami bolerowskimi na R i niech
p= 1+ pz. Wéczas L*(R, 1) jest izmorficzna z L*(R, u1) ® L?(R, uz)

Pojecei sumy prostej mozna uogdlnié¢ na przeliczalna ilosé sktadnikéw. Niech {H,, }nen
bedzie ciagiem przestrzeni Hilberta. Rozwazmy zbior ciagéw

{{fn}neN‘fn € Hn}

takich ze

> fall® <00

neN

Zbior ten jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym
o
({fu}nen{gn}nen) = Y _(fulgn)
n=1

Oznaczamy go przez @5 Hoy.

Przyktad 1.9 1. @,.vC = 2 = {{\u}nenldn € CA Y neNN [’} < .
Otrzymujemy w ten sposcb przestrzen ciggow zespolonych sumowalnych z kwa-
dratem modutu.

2. Niech A bedzei operatorem samosprzezonym o widmie dyskretnym {\,|n € N}
a P, operatorem rzutowym odpowiadajgcym punktowi A, widma w rozkladzie
spektralnym operatora A

n=1

Oznaczmy przez M, podprzestrzen na ktorqg rzutuje operator P,. Wiowczas

H = é M, (1.9)
n=1

19



Rozdziat 2

Sformulowanie teorii

2.1 Reguly komutacji
Bezposredni rachunek prowadzi do rownosci
Q. P) =il (2.1)

Poniewaz Q i P sg nieograniczone, musimy ograniczy¢ zbiér elementéw przestrze-
ni Hilberta H na ktorej bedziemy rozpatrywali ta réwnosé. Okazuje sie ze mozna
znalez¢ zbiér D spelniajacy nastepujace warunki

1. D jest gestym podzbiorem H
2. DcC D(Q)ND(P)
3. /\xeD[Qap]$ = iv
Zbiér D mozna okresli¢ na wiele sposobdw.

22
Przyktad 2.1 Weémy 2biér funkcji on(z) = ————e~ 2z Hy(z), n € N, gdzie

/T2 n!

funkcje Hy(x) to wielomiany Hermite’a. Funkncje te tworzg baze w L?(R), a ich
skonczone kombinacje lintowe tworzq gestq podprzestrzen spelniajgcq powyzsze wa-
runki.

Przyktad 2.2 Jako D wezmy zbior J (R) funkcji zespolonych na R takich, Ze limg_.o x”(fx—mm (x) =
0 dla wszystkich n,m € N.

2.2 Obserwable elementarne
Szczegdlne znaczenie fizyczne ma podzbior

(T e Ls(H)0<T <I}=[0,]] (2.2)
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Jego elementy nazywamy obserwablami elementarnymi.
Zbiér ten jest zbiorem wypuklym. Elementy ekstremalne tego zbioru to efekty
ostre.

2.3 Stany

Miary operatorowe reprezentujz obserwable, a zlozenie miary operatorowej i funkcji
falowej daje miare na zbiorze wartosci obserwabli.

Stany powinny okresla¢ miare probabilistyczna dla kazdej obserwabli, a wiec
stan powinien byé¢ odwzorowaniem p : [0,1] — [0, 1] takim zeby p o E byla miara
probabilistyczna dla kazdej obserwabli E.

Jezeli T € S oraz E : R — E(H) jest obserwabla, to odwzorowanie pupr: R —
[0, 1] zdefiniowane wzorem pp r(z) = Tr(TE(z)) jest miarg probabilistyczng na R.
Wartos¢ srednia

/R Mupr = /]R ATH(TAE()))

— TH(T /R AE(\) = Tr(TA) (2.3)

gdzie A jest operatorem samosprzezonym odpowiadajacym mierze F.
Z definicji obserwabli (miary operatorowej) wynika, ze:

(i) p(0) =0, p(D) =1
() Sai€ EH), ai€E(H), i€ N=Y pla;) = p(3 ar)

Przy czym zbieznosé szeregu > a; rozumiana jest zbieznoséia stabg w H
Stan ps okreslony poprzez
ps(a); (flaf)

dlaa € E(H)i f € H,|f|]| =1, spelnia powyzsze warunki. Jednak dla déwch dowol-
nych wektoréw f,g € H stan Aps + (1 — A)py nie spelania na ogét tych warunkéw.
Musimy zatozy¢, iz f1g.

A wiec odwzorowania p stanowig zbiér szerszy od zbiou znormalizowanych wek-
toréw w H.

2.3.1 Operatory gestosci

Niech S := {T € Ts(H)|T > 0 A Tx(T) = 1}. Wezmy ciag a1, az,... € E(H) taki ze
> ien @i € EH. Warunek ten oznacza iz istnieje pewne a € £(H) takie, ze dlakazdego
Y e H,|[¢|| =1 taki ze

Tim (013 ant) = (lav)

neN
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Mamy

Tr(TZCLi) = Z<wm|Tzn:anwm>:

=1 meN i=1
= Y (Tymld " aitm) =
meN i=1
= > > (Ol Tvm) (Sl aipsim) (2.4)
meNneN =1

Stad

nlLH;oTr(TZai) = Z Z <¢k|T¢m>*<¢k|a¢m>
i=1 meNneN

= Tr(Ta) (2.5)

Tak wiec kazdy operator nalezacy do S okresla odwzorowanie p : EH — [0, 1]
o rzadanych wlasnosciach i kazdy operator ze zbioru S moze opisywaé satn uktadu
kwantowego. W 1957 r. zostalo udowodnione nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.1 (Gleasona) Dla kazdego funkcjonalu liniowego p takiego Ze

1.
p(0) =0, p(I) =1 (2.6)

E\Ey =0 = p(E1Ey) = p(E1) + p(E2) (2.7)

istnieje operator p hermitowski, dodatnio okreslony, o sladzie Tr(p) = 1 ktory spelnia
warunek

p(E) = Tr(pE) (2.8)

Elementy zbioru S nazywamy operatorami gestosci (macierzami gestosci) lub sta-
nami.
Zbioér S jest wypukly, co oznacza iz

N\ (MLeSATe§) = A1+ (1-NTheS (2.9)
A€(0,1]

a nawet o-wypukly

A A O xa=1=> \T,€S (2.10)

{TheStnen {Mn€Stnen nEN neN

przy czym zbieznosé szeregu nalezy rozumie¢ w sensie normy $ladowe;j.

22



2.3.2 Rozktad spektralny operatoréw gestosci
2.4 Zgodnos¢ obserwabli

Definicja 2.1 Dwa efekty nazywamy zgodnymi gdy naleza do zakresu ... miary ope-
ratorowej.

Definicja 2.2 Dwa projektory nazywamy zgodnymi gdy nalezg do zakresu ... miary
projektorowey.

Twierdzenie 2.2 Dwa projektory sq¢ zgodne wtedy, © tylko wtedy gdy sq¢ przemienne.

Definicja 2.3 Duwie miary operatorowe nazywamy gdy istnieje trzecia miara opera-
torowa zawierajgca w swoim zakresie sume mmnogosciowq zakreséow obu miar.

Twierdzenie 2.3 Dwa operatory ograniczone sq zgodne wtedy, i tylko wtedy gdy sq
przemienne.

2.5 Roéwnoczesna mierzalnosé

2.6 Symetrie

Definicja 2.4 Automorfizmem zbioru stanéw S C Tg(H) nazywamy afiniczng bi-
jekcje S, czyli odwzorowanie m : S — S o wlasno$ciach:

(1) m(ATy + (1 = N)T) = dm(Th) + (1 = N)m(Th))
(i) m jest 1 — 1 i na (tj. jest réznaowartosciowq injekcjq)

Dowolny automorfizm na zbiorze S mozna rozszerzy¢ przez liniowo$é na zbiér lin(.S)
skoniczonych rzeczywistych kombinacji liniowych elementow z SﬂOdwzorowanie m
rozpatrywane jako odwzorowanie liniowe 7g(H) na siebie jest

(a) liniowe

(b) dodatnie

(c) jego odwrotnosé jest dodatnia
(d) zachowuje $lad

Takie odwzorowania Danies nazywa symetriami przestrzeni operatoréw sladowych.

Zbiér wszystkich symetrii tworzy grupe. Kazda symetria m : Tg(H) — Tg(H)
definuje odwzorowanie dualne m* : Lg(H) — Lg(H). Odwzorowanie m* jest réwniez
dodatnie i ciagte.

!Twierdzenie o ograniczonym odwzorowaniu liniowym pozwala jednoznacznie rozciaggnaé m z
lin(S) na Tg(H) poniewaz lin(S) jest gestym podzbiorem Tg(H)
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2.6.1 Twierdzenie Wignera

Twierdzenie 2.4 (Wignera) kazdy automorfizm zbioru standw kwantowych ma
postaé
T—-UTU*

gdzie T € S, a U jest operatorem unitarnym albo antyunitarnym na H

7 tego powodu operatory unitarne reprezentuja symetrie uktadu kwantowego. po-
nizsze twierdzenia jest wnioskiem z twierdzenia Wignera

Twierdzenie 2.5 Jezeli p : Ls(H) — Ls(H) jest dodatnim odwzorowaniem linio-
wym, posiadajecym dodatnig odwrotnosé oraz takim ze p(I) = 1, to istnieje odwzo-
rowanie unitarne lub antyunitarne U na H takie zZe

/\ pA =U"AU
Aeﬁs(H)

2.7 Niezmienniczosé Galileusza

Do rozwazan wlanczamy oprécz translacji réwniez ruch jednostajny ukitadu odnie-
sienia, czyli uwzgledniamy ogoélna posta¢ tarnsformacji galileusza

=x—-X—vt, t' =t

Kazda taka transformacjia opisana jest przez dwa parametry rzeczywiste A oraz v z
prawem skladania (A1, v1) (A2, v2) = (A1 4+ A2, 01 4+ 02). cevvivieiiiiiiniieen,
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Rozdziat 3

Kwantowe uktady ztozone

3.1 Dynamika podukitadéw

Rozwéj w czasie uktadu kwantowego opisany jest przez silnie ciaggla, jednoparame-
trowa grupe operatoréw unitarnych na prestrzeni Hilberta H (grupe dynamiczna),
lub — réwnowaznie — prze jednoparametrowa grupe automorfizméow {U; Uy : Ts(H) —
7Ts(H)} bijekeji liniowych, dodatnich i zachowujacych slad. Automorfizmy nalezace
nalezace do grupy {U;|t € R} nazywamy superoperatorami.

3.2 Paradoks EPR

"If, without in any waydisturbing a system, we can predict with certainty (i.e. with probabi-
lity equat to unity) the value of a physical quantity, then there exists an element of physical
reality corresponding to this quantity.”

Dla ukladu dwéch elektronéw przestrzenia stanéw spinowych jest C* = C? @ C2.
Operator trzeciej sktadowej spinu ma reprezentacje

_hf1 0
=510 -1

w bazie swoich stanéw wlasnych ¢4 = < (1) ) o— = ( (1) > Dlatego naturalnym

wyborem bazy w C* jest baza iloczynowa: ¢ ® 1y, . @ V_,d_ @ Vo, d_ @ P_
gdzie Y1 to wektory wlasne trzeciej sktadowej spinu drugiego elektronu. Jednakze
wygodniejsza w zastosowaniach jest baza

O = ¢ Yy
Dy = - QY-
P; = L(¢>+®¢—Jr(ﬁ—®¢+)

V2
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1
V2
Jej dogodnoséé wynika z faktu, iz jest to baza wspdélnych wektorow witasnych dwéch

operatoréow: trzeciej sktadowej spinu dwu elektronéw oraz kwadratu spinu dwu elek-
tronéw.

o3 (b+ @Y — - @9y)

3.3 Splatanie
3.4 Generalized master equation

3.5 Przestrzen Foka

Niech H" oznacza n—krotny iloczyn tensorowy H ® ... ® H przy czym H" = C.
Definicja 3.1 Przestrzeniqg Foka nazywamy F(H) := @y g H"

Przestrzen F(H) jest przestrzenia Hilberta z wyréznionymi podprzestrzeniami wia-
snymi operatora liczby czastek, lub inaczej méwiac przestrzenia Hilberta zokreslo-
nym operatorem liczby czastek okreslonym jak w poprzednim przyktadzie.

Majac dana przestrzen Hilberta H konstrujemy F(H) w nasepujacy sposéb.
Rozwazmy zbiér FY(H) wszystkich ciagow

d={2% ! o2 . . o" . .}

ze skonczona iloscig wyrazéw niezerowych, takich ze ®" € H™. Wyraz ®" nazywamy
n-czastkowy sktadowa ciagu ®. Zbiér FO(H) zdzialaniami dodawania i mnozenia
przez skalar wykonywanymi po sktadowych oraz z iloczynem skalarnym

o0

(W) =) (2"[9")

n=0

jst przestrzenia prehilbertowska. Przestrzen Hilberta F(H) otrzymujemy jako uzu-
pelnienie przestrzeni metrycznej F°(H) z metryka okreslong przez norme.

Twierdzenie 3.1 Przestrzen Foka F(H) jest o$rodkowa wtedy, i tylko wtedy gdy
przestrzen 'H jest osrodkowa.

Przyktad 3.1 Niech H = L*(R). Wéwczas H" ~ L(R"™) a ¢ € F(H) jest ciggiem
funkcji
¢ = {0, ¢1(z1), P2(1, 22), P1(21, 02, 23), . . .}

takich ze

ool + Y- [ Joular.e o mn)ldon.da, < oc
n=1

Poszczegolne czlony powyziszej sumy to prawdopodobienstw znalezienia n czgstek
w ukladzie w stanie ¢.
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3.5.1 Przestrzen fermionowa i bozonowa

Z reguly w kwantowej teorii pola wykorzystuje sie dwie szczegdlne przestrzenie Foka
Fs(H) oraz F,(H).
Niech S,, bedzie grupa permutacji, (tj. wzajemnie jednoznacznych odwzorowan
zbioru {0, 1,...,n} w siebie). W ‘H" tworzymy baze z elementéw
Py ® - ® ks Pk € {Pr}

Dla m € S,, okreslamy operator

U(ﬂ—)(@/ﬂ ®...® (pk/'n) = SOkTr(l) ®...® (pk’w(n)

Operator ten rozszerzamy przez liniowo$é do operatora ograniczonego na H™ i otrzy-
mujemy w ten sposOb reprezentacje unitarng grupy .S, na przestrzeni H"
Okreslamy dwa operatory

Su o= o Y UG (3.1)
.WESn

A, = % () U () (3.2)
" wESh

gdzie € : S, — {—1, 1} zwraca parzystos¢ permutacji

e(m) = +1 permutacja 7 jest parzysta
N —1 permutacja 7 jest nieparzysta

Operatory S, i A, sa operatorami rzutowymi na H" czyli sa samosprzezone i idem-
potentne oraz

SpAn = A8, =0

W zwiazku z tym S, H" oraz A, H" sa domknietymi, wzajemnie ortogonalnymi
podprzestrzeniami w H. Jednakze nie wypelniajg one calej przestrzeni H™. S, H"
nazywamy n-krotnym symetrycznym iloczynem tensorowym przestrzeni H, a A, H"
— n-krotnym antysymetrycznym iloczynem tensorowym przestrzeni H. Definiujemy

oo o0
FoH = P SaH" FoH =P AH" (3.4)
n=0 n=0
FsH = Do’y SnH" to symetryczna (bozonowa) przestrzen Foka, Fo H := @oo A H"
to antysymetryczna (fermionowa) przestrzen Foka.
Zasada symetryzacji Pauliego Fizyczny sens maja tylko podprzestrzenie Fs(H)
i Fo(H). Pozostate sa odrzucane.

Przyktad 3.2 Niech H = L?(R), H" = L?>(R"). S, H jest wowczas podprzestrzeniq
w L*(R™) zloZong ze wszystkich funkcji niezmienniczych wzgledem permutacji swoich
arqgumentow (funkcji symetrycznych), natomiast A,H jest podprzestrzeniq funkcji
antysymetrycznych.
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3.5.2 Operatory konstrukcji
niech ® € S,,H" bedzie postaci
7r€S

dla pewnych wektoréow ¢1, ¢o, . .. ,qﬁn € 'H. Dla ¢ € H definujemy operatory

WGSn 1

v n + 1 7T€Sn+l

(3.8)

gdzie ¢pg = 1. Jak widaé a(v)¢ € S 1H" L, a* (1) € Sp H™ L.

Poniewaz wektory postaci rozpinaja cala przestrzen S, H" mozemy rozszezy¢
przez liniowos¢ operatory i na zbior gesty w S, H", a poniewaz sg ograni-
czone mozemy jes rozszezyc na przez cialo$é do odwzorowan z S, H"™ w S, H" 1 i
Spi1H™ ! odpowiednio. Nastepnie przez liniowo$é mozemy je rozszezyé do operato-
réw z FO(H) w F2(H). Poniewaz w éwezas staja sie one nieograniczone nie mozna
ich rozszezy¢ na cala przestrzen Foka Fg(H).

Podobnie jezeli

Wesn
to okreslamy dla ¢ € 'H

ﬂ'ESn

a*(¢)\P = m Weszn+l wﬂ ® 1/}71'(1) ®...0 wﬂ(n) (311)

(3.12)
dla ¥y = ¢. Powtarzajac powyzsza procedure otrzymujemy, tym razem ograniczone,
operatory z FO(H) w F2(H). Mozna je rozszezy¢ przez ciagloéc na Fu(H).

W obu wypadkach operatory a i a* maja interpretacje jako operatory anihilacji
i kreacji. Spelniaja one kanoniczne relacje przemiennoséi

1. Relacje komutacji dla symetrycznej przestrzeni Foka
[a(¢),a(¥)] = 0
[a*(¢),a*(¥)] = 0

[@*(¢),a(¥)] = (o)
(3.13)
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na calej FY(H)

2. Relacje antykomutacyjne dla antysymetrycznej przestrzeni Foka

{a(¢),a(v)} = 0
{a*(9),a" ()} 0
{a*(9),a(¥)} = (9l¥)

(3.14)

na calej F,(H)

3.5.3 Operatory liczby obsadzen

Operator a*a jest samosprzezony na F2(H). Oznaczamy

n(y) = a*(P)a(y)

Latwo wyliczy¢, ze (®|n(®P)y) dla stanu ® okreslonego réwnaniem réwna sie
liczbie wystapien wektora v w zbiorze {11, v2, ..., ¥y}, czyli liczbie obsadzen stany
jednoczastkowego 1 w stanie n-czastkowym ®. Podobie sytuacja ma sie dal wypad-
ku przestrzeni antysymetrycznej. Jednak wéwczas — ze wzgledu na antysymetrie —
dopuszczalne sa jedynie liczby obsadzen 0 lub 1.

Biorac dowolna baze {¢,|n € N} w H okreslamy operator liczby czastek

N =3 a*(dn)a(yy) (3.15)
k=1

Dla znormalizowanego wektora &g z H ~ C
Ndg=0
Stan @ jest nazywany stanem prozni. Jest to jedyny stan spelnaijacy warunek

a(¢)®o

dla kazdego ¢ € H. Jest to warunek stablinosci prézni.
Wektory otrzymane z ® poprzez dziatanie two-

rza podzbidr gesty w Fy(H. Podobnie dla F,(H

3.6 Drugie kwantowanie

Pojawia si¢ problem rozszerzenia operatoréw dzialajacych w H i reprezentujacych
obserwable, na cala przestrzen Foka F(H).

Niech A bedzie gesto okreélonym operatorem samosprzezonym na H. Definujemy
AP = ARI®..0l+I9A®...01+...+IR1®...I

29



Rozdziat 4

Kwantowa teoria informacii

Rozdzial ten nie byt ogrinalnie cze$cia wyktadu ,Mechanika kwantowa II”.

4.1 Komputery kwantowe

4.1.1 Qubity

Podstawowa jednostka na jakiej przeprowadzane sa operacje kwantowe jest czyli bit
kwantowy. Ponizsza definicja pochodzi od Shumachera

Definicja 4.1 Qubitem nazywamy uktad kwantowy, ktérego przestrzi Hilberta jest
dwuwymiarowa.

Jezeli wektory bazowe tej przestrzeni oznaczymy przez |0) i |1) to najogdlniejsza
postaé¢ wektora stanu qubitu jest nastepujaca

al0) + b|1) a,beC (4.1)

Wektora bazowe numerowane liczbami binarnymi tworza baze zwang baza oblicze-
niowg.

Najprostszym przyktadem ukladu o dwuwymiarowej przestrzeni standéw jest
elektron. Mozliwe sa tez jednak inne intrerpretacje — qubitem jest takze stan spola-
ryzowanego fotonu czy stan kota Schrédingera.

Najwazniejsza réznica pomiedzy bitem klasycznym (czyli po prostu bitem), a
bitem kwantowym (qubitem), wynika z liniowo$ci mechaniki kwamtowej. Bit moze
by¢ tylko w stanie 0 lub tylko w stanie 1, natomiast stan qubitu moze by¢ dowolna
kombinacja liniowa stanéw |0) i [1).

4.1.2 Rejestry kwantowe

Definicja 4.2 Rejestren kwantowym nazywamy skonczony cigg qubitow. Standar-
dowq baze B, n-qubitowego rejestru kwantowego oznaczamy przez

By, = {l|i)]i jest stowem n-bitowym}
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Rejestr kwantowy jest kwantowym ukladem zlozonym. Zgodnie z teorig kwan-
towa stan takiego uktadu opisany jest przez iloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta
poduktadow.

4.2 Kryptografia kwantowa
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Rozdziat 5

Dodatek

5.1 Elementy topologii

Nich X bedzie niepustym zbiorem.

Definicja 5.1 przestrzeniq topologiczng nazwywamy niepusty zbio X wraz z wy-
rozniong rodzing T podzbioréwzbioru X, zwanych zbiorami otwartymi, spelnaijgcg
nastepujgce warunki

1. 0eT

2. Dla dowolnej przeliczalnej rodziny zbioréw Ay, (/\)

Definicja 5.2 Przestrzeniqg metryczng nazywamy zbior X z odwzorowaniem p : X X
X — Ry zwanym metrykq, ktore speinia nastepujgce warunki

1. p(x,y) = 0 wtedy, i tylko wtedy gdy x =y
2. Nayex P(@,y) = p(y,z)
3. Nayzex P(@,y) +p(y, 2) > p(z,2) (nieréwnosé trajkata)
Ponizej podane sa podstawowe definicje wtasno$¢ podzbioréw dowolnej przestrzeni

topologiczne;j.

5.2 Teoria reprezentacji

Definicja 5.3 Reprezentacjq grupy G w przestrzeni wektorowej V(C) nazywamy
odwzorowanie
p:G— GLV (5.1)
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iloczyn komutacji, [20]
skalarny, [9]
tensorowy, 3] spin, [25]
iloczyn tensorowy stany, [2]]
przestrzeni Hilberta, [17] suma prosta
) przestrzeni Hilberta,
miara, [0 superoperator, [25]
operatorowa, [I5] symetria, 23]
polspektralna,
projektorowa, twierdzenie
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Riesza-Fishera, [J]
spektralne, [T5]

Stonea,
Wignera,

wielomiany
3 9
Hermite’a, [20]

zbieznosé
jednostajna,
staba, [13]

silna,
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