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Wstep

,Information is physical”
— Rolph Landauer (1927-1999)

Zalozenie, ze maszyny liczace sa opisywane prawami mechaniki klasycz-
nej jest jednym z przemilczanych aksjomatéw klasycznego modelu obliczen.
Kwantowa teoria informacji stanowi rozszerzenie klasycznej teorii informacji na
uklady, ktére zachowuja sie zgodnie z prawami mechaniki kwantowej. Potrze-
ba takiego uogélnienia jest nieunikniona w obliczu postepujacej miniaturyzacji
systemow informatycznych. Postep prowadzi do wykorzystania w informatyce
obiektow, przy opisie ktérych konieczne bedzie uwzglednienie efektow kwanto-
wych.

Nie jest to jednak jedyna przyczyna zainteresowania zastosowaniem praw
mechaniki kwantowej do przetwarzania informacji. Okazuje sig, iz wykorzy-
stanie tych praw moze prowadzi¢ do nowych, nieobecnych w klasycznej teorii
informacji efektow. Efekty te dotycza zaréwno przetwarzania informacji, jak
i jej przesytania.

Niniejsze opracowanie po$wiecone jest algorytmom kwantowym, czyli algo-
rytmom, ktére wykorzystuja nowe mozliwosci komputeréw kwantowych. Szcze-
gblny nacisk potozony jest na wystepowanie i opis stanéw splatanych wykorzy-
stywanych w informatyce kwantowej.

Najpopularniejszym i najprostszym modelem obliczen wykorzystywanym
w informatyce klasycznej jest maszyna Turinga. Wynika to z prostego faktu, iz
jest ona w stanie symulowaé¢ kazda inng maszyne. Zatem, pomimo skromnych
zasobow, jakie dopuszcza sie w tym modelu, pozwala on na opisanie kazdego
,rozsadnego” modelu obliczen. Maszyna Turinga moze wykonaé algorytm za-
projektowany dla dowolnej innej maszyny, przyczym spowolnienie wynikajace
z symulacji wzrasta jedynie tak jak wielomian czasu potrzebnego na realizacje
algorytmu na maszynie, na ktéra byl pisany. Okazuje sie, ze kluczowym zalo-
zeniem tego stwierdzenia jest ,rozsadnos¢” modelu, czyli maszyny jaka chcemy
symulowag.

Mozna pokusi¢ sie o uogdélnienie modelu maszyny Turinga poprzez wpro-
wadzenie do niego niedeterminizmu i prawdopodobienstwa. Model kwantowy
pozwala na opis maszyn klasycznych jako przypadkéw szczegdlnych.



Jednym z efektow wystepujacych w algorytmach kwantowych jest superpo-
zycja stanéw. Poniewaz jedynym sposobem na symulowanie maszyny niedeter-
ministycznej za pomoca maszyny deterministycznej jest sprawdzenie wszyst-
kich drég ewolucji, nasuwa sie analogia do obliczen réwnoleglych. Jednak tutaj
superpozycja jest czyms wiecej niz rownolegloscia. Wprowadzajac stany maszy-
ny kwantowej w superpozycje zyskujemy jednocze$nie mozliwos¢ wprowadzenia
wzajemnych oddzialtywan pomiedzy ,,drogami ewolucji”. Powstaje pytanie, czy
mozna tak wykorzystaé¢ to oddzialtywanie, aby wydajnie symulowaé¢ maszyny
niedeterministyczne, a co za tym — idzie rozwigzywac problemy z klasy NP. Jest
to w zasadzie pytanie o podstawy dziatania algorytméw kwantowych i sposéb
ich tworzenia. Aby tworzy¢ nowe algorytmy kwantowe musimy wiedzieé¢, czym
dysponujemy.

Teza Church—Turinga glosi iz:

Kazda ,funkcja, ktorqg mozna w sposéb naturalny uznaé za obliczalng”, moze
byc obliczona przez uniwersalng maszyne Turinga.

Nie musi by¢ tak, iz wszystkie fizycznie realizowalne modele obliczen sa
rownowazne, jesli chodzi o moc obliczeniowa, maszynie Turinga. Nie mozna
— wykorzystujac jedynie logike — wykluczyé¢ uktadéw fizycznych obliczajacych
funkcje nierekurencyjne.

Projektujac algorytm na maszyne kwantowa nalezy pamietaé, ze przedmio-
tem manipulacji jest w tym wypadku rozkiad prawdopodobienstwa na prze-
strzeni standéw maszyny. Jest to wpisane w teorie kwantowa, ktéra postugujemy
sie do opisu takich maszyn. Dostepne nam sa jedynie rozklady prawdopodo-
biefistwa, gdyz one sa wynikami pomiaréw, jakie przeprowadzamy.

Celem niniejszej pracy jest odpowiedZ na pytanie: ,Jakie jest znaczenie
splgtania w obliczeniach kwantowych?” Pierwszym problemem, ktéry nasuwa
sie przy analizie tego zagadnienia, jest brak narzedzi pozwalajacych badaé sto-
pien splatania stanu komputera kwantowego podczas wykonywania algoryt-
moéw kwantowych. Splatanie jest jednym z nowych, nieklasycznych elementéw
wprowadzanych do procesu obrobki informacji przez informatyke kwantowa.
Zrozumienie i umiejetne wykorzystanie go daje szanse na osiagniecie wynikéw
nieosiagalnych na gruncie teorii klasycznej i jest kluczowe dla dalszego rozwoju
informatyki kwantowej.

W Rozdziale [[] wprowadzony jest formalizm kryteriéw splatania i miar spla-
tania rozwiniety w celu jakosciowej i ilo$ciowej analizy stopnia splatania ukta-
dow kwantowych. Oméwione sa miary splatania, ze szczegdlnym uwzglednie-
niem miar wykorzystanych w dalszych czesciach pracy.

W Rozdziale 2] oméwione jest jedno z najpotezniejszych narzedzi wykorzystywa-
nych w algorytmach kwantowych — kwantowa transformata Fouriera. Okazuje
sie, ze polaczenie mozliwosci szybkiego wykonania dyskretnej transformaty
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Fouriera z technika znajdowania ukrytej podgrupy pozwala na wydajne roz-
wigzanie wielu probleméw uznanych za trudne.

Rozdzial [3] omawia klase algorytméw kwantowych — w obrebie ktorej zanjduje
sie algorytm szybkiej faktoryzacji liczb — wywodzacych sie ze sformulowania
problemu ukrytej podgrupy.

Proste symulacje algorytméw kwantowych przedstawione w Rozdziale [ sa proé-
ba opisu wplywu splatania na przebieg algorytmow. Rozdzial ten ma za zadanie
uchwycenie iloSciowych aspektéw teorii.

W Rozdziale 5 oméwione jest znaczenie splatania w kontekécie kwantowej teorii
obliczen i kwantowej teorii informacji. Najwazniejsze zagadnienia jakie sie tu
pojawiaja to zagadnienie ztozonosci obliczen kwantowych i symulacji maszyn
probabilistycznych oraz aspekty nielokalnoéci zwiagzane z przesytaniem infor-
macji.

Dwa ostatnie rozdzialy pracy zawieraja cze$é¢ materialu matematycznego wy-
korzystanego w pracy — Rozdzial [6] — oraz opis oprogramowania — Rozdzial [7]—
pomocnego w uzyskaniu wynikéw omawianych w Rozdziale [4

Jarostaw Adam Miszczak
9 listopad 2002



Rozdziat 1
Splatanie

,(...)the best possible knowledge of the whole
does not include the best possible knowledge of its parts.”
— Erwin Schrodinger (1887-1961)

1.1 Definicja splatania

Splatanie (niem. Verschrdankung) pojawilo si¢ w teorii kwantowej w roku 1935.
Erwin Schrodinger okreslit w ten sposéb pewien typ korelacji kwantowomech-
nicznych. Wiek XX przyniést duzy postep wiedzy na temat praw mechaniki
kwantowej. Teoria kwantéw stala sie narzedziem pracy fizykow niemal wszyst-
kich specjalnosci. Jednakze ten rozwdéj nie przynidst zadowalajacych odpowiedzi
na pytanie dotyczace podstaw teorii kwantow: Czym jest splgtanie?

Do dzisiaj nie podana zostata akceptowana przez wszystkich definicja spla-
tania [8]. Sporo juz wiemy o sposobach oznaczania (kryteria splatania) i mierze-
nia splatania (miary splatania), nie wiemy natomiast doktadnie co oznaczamy
i mierzymy.

Nie znane jest tez dokladnie znaczenie splatania. Nielokalno$¢ — uznawana
czasem za pojecie rownowazne splataniu — wydaje sie by¢ jednym z kluczowych
aspektow mechaniki kwantowej odrézniajacych ja od mechaniki klasycznej. Nie
wiadomo dokladnie na czym te réznice polegaja i gdzie moga znalezé swoje
zastosowanie.

Kolejnym krokiem w rozwoju teorii splatania jest opracowanie metod roz-
poznawania i sposobow mierzenia splatania w uktadach wielosktadnikowych.
Niestety wyniki w tym kierunku sa jak dotychczas znikome.

Najprostsza odpowiedza na pytanie Czym jest splgtanie? moze by¢: jest
to ,pewien rodzaj korelacji”. Jednakze stany mieszane zawieraja z definicji
korelacje statystyczne zwiagzane z ich przygotowaniem — sa to wszakze mieszan-
ki statystyczne stanéw czystych. Mozna zatem podejrzewaé, iz rozpoznawanie

11



12 ROZDZIAYL 1. SPLATANIE

splatania w wypadku standéw mieszanych, ze wzgledu na wzajemny wplyw ko-
relacji, bedzie znacznie trudniejsze niz w wypadku stanéw czystych. Przypusz-
czenie to potwierdzaja trudnosci na jakie napotykaja badacze w tej dziedzinie.
Wiadomo, ze korelacje statystyczne oraz korelacje kwantowe moga na siebie
wzajemnie wpltywac.

Celem algorytmu kwantowego jest otrzymanie okreslonego rozktadu praw-
dopodobienstwa otrzymania w wyniku pomiaru pewnych wynikéw. Poniewaz
splatanie jest typem korelacji, jakie moga pojawi¢ si¢ miedzy rozktadami, moz-
na zapytac jaki jest — jezeli jest jakikolwiek — wplyw splatania na rozktady
otrzymywane podczas wykonywania algorytméw kwantowych. Inaczej méwiac
— jaki jest zwiazek pomiedzy ewolucja uktadu kwantowego a wystepowaniem
podczas tej ewolucji stanéw splatanych.

Znajac odpowiedz na te pytania mozna pokusi¢ sie o préby manipulacji
rozktadami prawdopodobienstwa wystepujacymi w przyrodzie. Prowadzi to do
mozliwoéci projektowania i wykonywania algorytméw o niespotykanej dotych-
czas wydajnosci.

Wiadomo, ze wiele zagadnien mozna rozwiazywaé szybciej przy pomocy
probabilistycznych maszyn Turinga, czyli wprowadzajac do obliczen element
losowosci. Kwantowy model obliczen jest rozszerzeniem modelu probabilistycz-
nego. Wobec powyzszego pojawia sie takze pytanie: Czy komputery kwantowe
mogq efektywnie symulowaé maszyny probabilistyczne?

1.2 Stany splatane

Aby obserwowadé i mierzy¢ stopien splatania musimy najpierw okreéli¢ kiedy
stan ukladu jest splatany. Rozpatrujac rézne rodzaje korelacji, jakie mozna
uzyska¢ w uktadach kwantowych, splatanie pojawia sie w sposéb naturalny.

Ponizsze okreslenie pochodzi z pracy [75]. Nalezy zaznaczyé, ze nie daje ono
definicji splatania, a jedynie definicje stanu splatanego.

Oznaczamy przez S (H) zbiér wszystkich operatoréw gestosci (stanéw) na
przestrzeni Hilberta H. Zbiér S (H) jest podzbiorem wypuklym zbioru 7 (H)
operatoréw klasy $ladowej na H. Zbior 7 (H) z norma ||Al|; := /Tr (AT A) jest
przestrzenia Banacha.

Definicja 1 Niech Ha oraz Hp bedg przestrzeniami Hilberta. Stan p na prze-
strzeni H = Ha ® Hp jest nazywany stanem niesplgtanym lub separowalnym
(ang. separable), jezeli istnieje ciqg dodatnich liczb rzeczywistych oraz ciggi
{p € S(HA)} i {p? € S(Hp)} operatoréw gestosci na podprzestrzeniach Hp
1 Ha takie, Ze szereg

p=> pip; @ pf (1.1)
7

jest zbiezny w normie sladowej. Stan jest splgtany, jezeli taki szereg nie istnieje.
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Rozklad z Definicji [I] nie jest jednoznaczny. Nie daje on tez mozliwosci ta-
twego okreslenia, czy dany stan jest splatany, gdyz dla zadanego p € S (Ha ® Hp)
znalezienie takiego rozktadu lub udowodnienie, ze rozktad taki nie istnieje, jest
zadaniem trudnym.

Zastanawiajac sie jakiego rodzaju korelacje moga wystepowaé podczas przy-
gotowania stanu kwantowego mozemy natknaé sie na trzy przypadki.

Dla pA € S(Ha),pP € S(Hp) oraz p € S (Ha4 ® Hp) istnienie rozktadu

p=p'®pP

powoduje, ze wartosci oczekiwane obserwabli postaci X4 ® Xp spelniaja wa-
runek

Tr(pXa®@ Xp) = Tr(pXa@D) Tr(pl® Xp)
= Tr(pAXA)TI‘(,OBXB>,S

czyli faktoryzuja sie na rozktady na przestrzeniach poduktadéw. Stan ten jest
zupelnie nieskorelowany. Przygotowanie takiego stanu moze odby¢ sie za po-
moca dwoéch, nie zaleznych od siebie urzadzen — dla porzadku oznaczmy je
przez A i B. Dysponujac generatorem liczb losowych mozemy skorelowaé te
urzadzenia, wytwarzajac w kazdym py, jezeli wylosowana jest liczba k. Zakta-
dajac generator produkuje liczby {1,2,...,k,...,n} z prawdopodobiefistwami
{prlpr = p(k),k =,1,...,n} otrzymujemy wéwczas stan

n
p=> PP ®pp
k=1

dla ktorego wartosci oczekiwane obserwabli postaci X4 ® Xp spelniaja zalez-
nosé

n
Tr (pX4® XB) = prﬁ" (i ® pP X4 @ Xp)
i=1

= > »Tr (p{'Xa) Tr (pP Xp) -
=1

Nie dochodzi tu zatem do prostej faktoryzacji — méwimy, ze stan taki jest
klasycznie skorelowany.

Wiedzac, iz mozliwe jest wystepowanie korelacji kwantowych — tj. réznych
od korelacji klasycznych — dochodzimy do okreslenia stanu splatanego zawar-
tego w Definicji[I]

Pierwszym ograniczeniem narzuconym na Definicje[I] jest warunek, iz uktad
dla ktérego stanu badamy stopien splatania jest uktadem dwuskladnikowym.
Niemal cala zgromadzona dotychczasowa wiedza na temat stanéw splatanych
ogranicza sie do sytuacji, gdy rozpatrywany uklad potraktujemy jako uktad
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dwusktadnikowy. Opis i klasyfikacja standéw splatanych uktadow tréj- i wielo-
sktadnikowych jest znacznie trudniejsza.

Jest to sytuacja analogiczna do spotykanej w teorii prawdopodobienstwa:
nie potrafimy wprowadzi¢ miary korelacji, ktéra pozwalataby na pelng charak-
terystyke zaleznoéci pomiedzy trzema zmiennymi losowymi. Miar splatania dla
uktadéw dwuskladnikowych mozemy uzyé¢ do badania stopnia splatania ukta-
dow wielosktadnikowych, ale takie podejscie nie opisuje wszystkich korelacji
w uktadzie [10].

Ogdlna definicja stanu splatanego moze zostaé uproszczona w szczegdlnym
przypadku standéw czystych uktadu dwusktadnikowego. Istnieje kryterium, da-
jace warunek konieczny i wystarczajacy, pozwalajace orzec czy dany wektor
stanu postaci |¢1) ® |¢2) jest splatany. Opiera sie ono na nastepujacym twier-
dzeniu [60].

Twierdzenie 1 (Rozklad Schmidta) Niech dany bedzie wektor 1) w prze-
strzeni Hilberta Ha ® Hp, reprezentujocy stan czysty ukladu zloZonego. Wow-
czas spelniona jest rownosc

V) = Z\/E\i>A® i) B (1.2)

gdzie |i)a i |iyp to wektory baz ortonormalnych odpowiednio w podprzestrze-
niach Hy @ Hp

Z istnienia rozktadu Schmidta wynika nastepujacy wniosek, dajacy warunek
konieczny i wystarczajacy na to, aby stan byt separowalny

Whiosek 1.1 Stan czysty |¢) ukladu dwuskliadnikowego jest stanem separowal-
nym wtedy 1 tylko wtedy, gdy mozna go zapisac w postaci jednoskiadnikowego
rozktadu Schmidta.

) = |z)a®ly)B

Dowdd.
Oznaczmy rozpatrywany stan przez 1)) € Ha @ Hp.

= Zgodnie z definicja jezeli |¢) jest stanem separowalnym to mozna zapi-
sa¢ odpowiadajacy mu operator gestosci |¢)(v)| jako sume operatoréw
gestosci dla stanéw nieskorelowanych

[y (] = ZP¢!@'><Z’|A®!@'><Z’IB
= Zpi!i>A<i\A®|i>B<i!B

Oznaczajac |a) = ), ﬁ“)A € Ha oraz |b) = Ziﬁ]im € Hp otrzy-
mujemy, iz

1) (] = (la) ©[b))({a] ® (b])
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co dowodzi tezy.

< Jezeli mozna wektor stanu zapisa¢ w postaci
) = aila) @ |b), |a) € Ha,[b) € Hy

to odpowiadajgca mu operator gestosci odpowiada rzutowaniu na pod-
przestrzen rozpieta przez wektor |a) ® |b), czyli operator gestosci dla tego
stanu ma postaé

1) (@] = (la) @ [0))({a] ® (b])

O
UzyskaliSmy w ten sposéb pierwsze kryterium separowalnosci. W przypadku
stanow czystych jest ono réwnowazne Definicji
Najbardziej znanym przykladem stanéw splatanych sa tak zwane stany Bel-
la. Oznaczmy przez {|0), |1)} C H baze w przestrzeni Hilberta opisujacej uktad
o dwdéch stanach. Sg to stany uktadu dwuskladnikowego opisanego przestrze-
nig H ® H, w ktérym kazdy z poduktadéw moze by¢ w dwdch stanach. Maja
W oznaczonej powyzej bazie postaé

1

) = ﬁ(\0>®ll>+\1>®l0>) (1.3)
1

) = E(IO>®I1>—\1>®I0>) (1.4)
1

64) = E(IO>®I0>+\1>®I1>) (1.5)

62} = —=(0)®0) - D) @|1)) (1.6)

S5

2

Stany te bywaja takze nazywane ,stanami EPR” lub ,parami EPR”.

Stany splatane uktadéw wielosktadnikowych sa stabo poznane. W przypad-
ku uktadéw tréjsktadnikowych dwa wazniejsze przyktady stanéw splatanych to
stan |GHZ) oraz stan |W).

W bazie {|0),|1)} maja one postaé

(GHZ) = 12(!0>®\0>®|0> - el)a(1) (1.7)

oraz
1
V3

Stany te reprezentuja dwa nieréwnowazne rodzaje splatania w ukladach
tréjsktadnikowych.

W) (oo +MHelel)+)el)]0)  (1.8)

Pewnym sposobem obliczania korelacji kwantowych jest wprowadzone w pra-
cy [10] splatanie probabilistyczne i zwiazana z nim funkcja splatania — funkcja
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opisujaca korelacje zawarte w stanie uktadu kwantowego. Pozwala ona miedzy
innymi wyodrebnienie korelacji kwantowych i klasycznych. Dzieki temu daje
ona pelna charakterystyke korelacji pomiedzy stanami poduktadéw kwanto-
wych. W pracy [11] mozna znalezé przyklady obliczen funkeji splatania dla
stanow |W) i |GHZ).

1.3 Kryteria splagtania

Ocena, czy dany stan jest stanem splatanym jest latwa jedynie w przypadku
standéw czystych uktady dwusktadnikowego. Kolejnym krokiem w rozwoju teorii
splatania jest opis stanéw mieszanych uktadéw dwuskladnikowych.

Wszystkie ponizsze kryteria odnoszg sie do stanéw tego rodzaju. Wiekszosé
z nich daje warunek konieczny na to, aby stan ukladu byt separowalny.

Brak tez kryteriow oceny stopnia splatania dla uktadéw wielosktadnikowych
— dotyczy to zaréwno standw czystych, jak i stanéw mieszanych. Ogranicza to
mozliwo$¢ badania efektéw kwantowych w przypadku uktadéw wielosktadniko-
wych, a z takimi mamy do czynienia w kwantowej teorii informacji.

1.3.1 Kryterium Peresa-Horodeckiego

Kryterium to zostalo podane w pracach [58], 34] i jest zwiazane z wlasno$ciami
widma operatora gestosci. Okazuje sie, ze dla ukladéow opisanych w przestrze-
niach o wymiarach 2 x 2 oraz 2 x 3 dodatniosé czeSciowej transpozycji operatora
gestosci jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla separowalnosci sta-
nu.

Niech dane beda dwie przestrzenie Hilberta H 4 i Hp — pierwsza z nich opi-
suje uklad A, druga uklad B — oraz ustalone w nich uklady wektoréw bazowych
{\az)]z =1,... ,dim'HA} C Hai {‘bz>|7, =1,.. .,dimHB} C Hp. Jezeli p €
S (Hqa ® Hp) jest stanem ukladu A+ B powstalego z polaczenia uktadéw A i B
to jego elementy macierzowe w bazie {|a;) ® |b;)|i,j =1,...,dim A x dim B}
0zZnaczamy przez

Pijki = (ai, bjlpla, br) (1.9)

Zdefiniujmy operacje czesciowej transpozycji dla macierzy gestoéci ukltadu

dwuskladnikowego.

Definicja 2 Operacja czesciowej T4 transpozycji stanu ukladu A+ B wzgledem
stanu ukladu A na operatorze gestosci p € S (H, ® Hyp) daje operator p™s €
T (Ho ® Hp) o elementach macierzowych okreslonych wzorem

<ak’7bj|pTA’ai7bl> = <a‘i7bj’p|a‘k’7bl> (110)

Analogicznie definiujemy operacje -8 transpozycji czesciowej wzgledem stanu
poduktadu B.

Jak wiadomo stan ukladu kwantowego jest opisany przez operator
p: H — H, ktéry musi spelnia¢ nastepujace warunki:



1.3. KRYTERIA SPLATANIA 17

1. Tr(p) =1
2. p=p
3. Nyen(@lol) >0

Kazda z tych wlasnosci moze by¢ wyrazona jako wlasno$é wartosci wlasnych
pn operatora p. Mamy odpowiednio:

3. Nwyer(¥lolt) = 0= py >0

gdzie p,, oznacza sprze¢zenie zespolone liczby p,.

Operator o elementach macierzowych okreslonych réwnaniem [I.10] jest ope-
ratorem samosprzezonym, spetniajacym warunek Tr (pTA) = 1. Nie musi on
jednak spelnia¢ warunku dodatniej okreslonoéci

N\ (@loly) >0, (1.11)

lv)eH

czyli pT4 w ogdlnodci nie okresla stanu na S (Ha ® Hp).

Kryterium Peresa-Horodeckiego wykorzystuje dodatnia okreslono$é macie-
rzy gestosci. Oznaczmy przez SEP (H) zbiér stanéw separowalnych (niesplata-
nych) na przestrzeni Hilberta H.

Twierdzenie 2 (Kryterium Peresa-Horodeckiego) Transpozycja czescio-
wa stany separowalnego p € SEP (Ha ® Hp) jest operatorem dodatnim

/\ p'4 > 0 oraz p'® > 0. (1.12)
PESEP(HASHE)

Na podstawie kryterium Peresa-Horodeckiego mozemy wprowadzi¢ uzytecz-
na miare splatania — ujemno$¢ stanu (ang. negativity) [76]. Poniewaz pozwala
ona na wykonanie obliczen numerycznych, zostanie ona wykorzystana w dalszej
czesci pracy.

Dla ukladéw niskowymiarowych mozna wymienié¢ jeszcze dwa uzyteczne
kryteria, ktére jednakze sa powiazane z kryterium Peresa-Horodeckiego.

1.3.2 Kryterium redukcji
Pierwsze z nich to kryterium redukcji. Zostalo on przedstawione w pracy [33].
Twierdzenie 3 (Kryterium redukcji) Jezeli stanp € S (Ha ® Hp) jest se-

parowalny to
pAaRT—p>00razl®pg—p=>0 (1.13)
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W przypadku uktadéw opisanych w przestrzeniach o wymiarach 2 x 2 oraz
2x 3 kryterium to jest rownowazne z kryterium Peresa-Horodeckiego. Natomiast
dla uktadéw opisanych w przestrzeniach o wiekszej liczbie wymiaréw, wynika
ono z kryterium Peresa-Horodeckiego.

Oba te kryteria sa przykladem zastosowania operatoréw dodatnich do ba-
dania splatania.

1.3.3 Kryterium majoryzacji

Kryterium majoryzacji [54} [8] opiera sie réwniez na wlasnosciach spektrum ma-
cierzy gestosci. Okazuje sig, ze stany separowalne sa bardziej nieuporzadkowane
globalnie niz lokalnie.

Oznaczmy przez )\,g ciag zbudowany z wartosci wlasnych operatora p uto-
zonych w porzadku malejacym.

Definicja 3 Mowimy, Ze cigg x = {a:i}glzl jest zmajoryzowany przez ciqg y =
{y: Y4, jezeli

k k
A Dwi<du (1.14)
j=1

1<k<d j=1

d d
dai=> "y (1.15)
j=1 j=1

oraz

Piszemy wowczas x < y.

Okreslenie powyzsze pozwala na wprowadzenie kolejnego kryterium splata-
nia.

Twierdzenie 4 (Kryterium majoryzacji) Dla stanu separowalnego uklad
dwusykladnikowego p € S (Ha ® Hp) zachodzq relacje:

1 1 1 1
Ap = Ap, 0raz Ay < A (1.16)

przy czym do ciggow odpowiadajgcym zredukowanym macierzom gesto$ci doda-
jemy na koncu zera, poniewaz ich diugosci sq mniejsze niz ciggu odpowiadajg-
cego pelnej macierzy gestosci.

Kryterium majoryzacji zawodzi w wiekszej liczbie przypadkéw niz kryteria
redukcji i Peresa-Horodeckiego. Nie daje ona takze prostej metody obliczania
stopnia splatania. Dla ukladéw opisanych w przestrzeniach o wymiarach 2 x 2
oraz 2 x 3 kryterium to wynika z kryterium Peresa-Horodeckiego [§].

1.3.4 Inne kryteria

Ponizej podane sa kryteria, ktére daja warunki konieczne i wystarczajace se-
parowalnodci dla uktadéw dwusktadnikowych. Ich wada jest to, iz nie daja
prostego sposobu na okreélenie, czy zadany stan jest splatany.
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Odwzorowania dodatnie

W pracy [34] sformutowane zostalo kryterium wykorzystujace odwzorowania
dodatnie do analizy splatania stanéw uktadéw dwusktadnikowych.

Kryteria Peresa-Horodeckiego oraz kryterium redukcji sa szczegdlnymi przy-
padkami zastosowania odwzorowan dodatnich do badania separowalnosci sta-
néw. Operacja czeSciowej transpozycji wykorzystywana w pierwszym z nich
oraz operacja T'(p) = Tr(p)I — p obecna w sformutowaniu drugiego, sa przy-
ktadami operacji dodatnich, ale nie catkowicie dodatnich.

Definicja 4 Mowimy, Ze operator p jest dodatni jezeli

N\ (8lole) > 0. (1.17)

lpyeH

Zbior wszystkich operatoréw dodatnich na przestrzeni Hilberta H oznacza-
my przez Sy (H) .

Niech A i B oznaczajg odpowiednio zbiory operatoréw dziatajacych na prze-
strzeniach H 4 oraz Hp. Zbiér wszystkich odwzorowan liniowych na przestrzeni
A o wartosciach w przestrzeni B oznaczamy przez L (A, B).

Definicja 5 Odwzorowanie F € L (A, B) nazywamy odwzorowaniem dodatnim
jezeli przeprowadza operatory dodatnie w operatory dodatnie czyli

N\ Flp) € 5c(Hp) (1.18)
PES+(Ha)

Definicja 6 Odwzorowanie F € L (A, B) nazywamy calkowicie dodatnim je-
zeli dla dowolnego n € N i dowolnej przestrzeni Hilberta M,,, dim M, =n
odwzorowanie

jest dodatnie.

Twierdzenie 5 Stan p € S (Ha ® Hp) ukladu dwuskladnikowego jest stanem
separowalnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego odwzorowania dodatniego
A zachodzi warunek

I&A)p >0 (1.20)

Wykorzystanie tego kryterium utrudnia fakt, iz nie dysponujemy charakte-
rystyka zbioru odwzorowan dodatnich. Naturalnie najbardziej interesujace sa
odwzorowania dodatnie, ale nie calkowicie dodatnie.
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Swiadek splatania
Kryterium to zostalo podane w pracy|[34].

Twierdzenie 6 Stan p € S (Ha ® Hp) ukladu dwuskladnikowego jest stanem
splgtanym wtedy © tylko wtedy, gdy istnieje operator hermitowski VW taki, Ze

Tr (Wp) <0 (1.21)
oraz
N\ Tr(Wo)>o0. (1.22)
cE€SEP(H)

Mozna zatem powiedzieé¢, ze operator W wykrywa splatanie i z tego powodu
nazywany jest $wiadkiem splatania (ang. entanglement witness).

Przeglad kryteriéw i ich stosunek do mozliwosci eksperymentalnego wykry-
wania splatania mozna znalezé w [69].

1.4 Miary splatania

Naturalne dazenie do klasyfikacji stanéw splatanych prowadzi do pojecia miar
splatania. W przesytaniu i przetwarzaniu informacji splatanie wydaje si¢ by¢
bardzo cennym zasobem. W przypadku pojedynczego wykonania algorytmu
kwantowego interesuje nas ile splatania mamy do dyspozycji i ile zuzywamy
w trakcie wykonania zadania. Majac dany algorytm chcemy wiedzieé, czy spla-
tane jest konieczne do jego realizacji fizycznej — jezeli tak jest to implementacja
moze okazaé sie trudniejsza.

Okreslenia wystepujace w tym rozdziale zostaly zaczerpniete gtéwnie z prac
[19, 39 B2]. Gléwnym obiektem zainteresowania w tej pracy sa miary pozwala-
jace wyliczy¢ stopien splatania dwoch poduktadéw uktadu ztozonego. W Roz-
dziale [f] zostang one wykorzystane przy badaniu zmiany stopnia splatania pod-
czas wykonywania niektorych algorytméw kwantowych.

Najwazniejszg grupa miar splatania, ktéra nie jest rozpatrywana w tym roz-
dziale sa miary operacyjne. Zostaly one wprowadzona w celu opisu przetwarza-
nia splatania podczas ewolucji uktadu kwantowego [19]. Sa to miary opisujace
w jezyku operacyjnej mechaniki kwantowej procesy takie jak tworzenie i nie
daja one mozliwosci wykonania obliczenn numerycznych.

1.4.1 Wpymagania stawiane miarom splatania

Mierzac splatanie mozemy zaczaé traktowaé je jako pewna wielkoé¢ fizyczna.
Analogicznie jak to sie ma w przypadku tadunku czy entropii, mozna postawic
pewne warunki dotyczace zachowania sie splatania w trakcie ewolucji uktadu
kwantowego. Zestaw warunkéw nakladanych na miare splatania zalezy od na-
szego zrozumienia tego, czym jest splatanie.

Kazda fizycznie akceptowalna miara splatania powinna spelnia¢ nastepujace
warunki [19] [39] [8]
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S0

[S2

S3

[S4

]

Miara splatania jest to funkcja rzeczywista o wartosciach dodatnich, okre-
$lona na zbiorze stanéw ukladu kwantowego E : S(H) — R

Warunek ten jest zgodny z przyjetym pojeciem miary. Implikuje on moz-
liwo$¢ uporzadkowania zbioru stanéw ze wzgledu na ich stopien splatania.

Jezeli p jest stanem separowalnym (niesplatanym) to E(p) = 0. Jezeli
o € S (H) jest stanem maksymalnie splatanym, to E(c) = log, dim H

Stawiajac ten warunek uznajemy, ze mozemy wprowadzi¢ ograniczenie
gérne i dolne na iloé¢ splatania obecnego w uktadzie. Wielkos¢, ktéra
znika na stanach separowalnych, daje nam jedynie kryterium splatania.

Operacje lokalne na jednym z poduktadéw ukladu ztozonego nie moga
zwiekszy¢ splatania.

Jest to warunek wynikajacy z rozumienia splatania jako wielkosci doty-
czacej uktadu jako calosci. Zwigkszy¢ stopien splatania mozemy jedynie
poprzez operacje na catym ukladzie, natomiast operujac na jednym z po-
duktadéw mozemy niszczy¢ splatania — na przyktad poprzez przestrzenne
odseparowanie jednego podukiadu od drugiego.

Wypuktosé

E(p+ (1—No) < AE(p) + (1 — N E(0) (1.23)

Jest to warunek oznaczajacy, iz mieszanie standéw nie moze zwiekszy¢
splatania. Oznacza, ze oddzielamy korelacje zwiazane z mieszaniem (ko-
relacje klasyczne) od korelacji kwantowych.

Ciagtos¢
Niech {H,|n € N} oraz {K,|n € N} beda ciagami przestrzeni Hilberta.
Dla dowolnych ciggdéw stanow

{pn € S(H, @ Ky) |In € N}oraz{o, € S (H, ® K,) |n € N}

takich, ze
||on = onl|Tr =0

zachodzi
L Blp) -~ Blow)
n—oo 1 + log, dim(H @ K)

= 0. (1.24)

Warunek ten wyraza wymaganie, by mate zmiany stanu powodowaly male
zmiany miary splatania.
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[S5] Addytywnosé
Warunek addytywnosci jest jednym z bardziej restrykcyjnych ograniczen
narzucanych na potencjalne miary splatania. Mozna go sformutowaé na
rézne sposoby w zaleznosci od wagi jaka kladziemy na te wlasnosc.

[S5a] Scista addytywnosé

E(p® o) = E(p) + E(0) (1.25)
[S5b] Podaddytywnogé
E(p®@o) < E(p) + E(0) (1.26)
[S5¢c] Staba addytywnosé
B(p") = - B(p) (1.27)

[S5d] Istnienie regularyzacji
Dla kazdego p € S (Ha ® Hp) istnieje granica

E*(p) := lim E(™)

n—oo n

(1.28)

Podanie dobrej, spelniajacej powyzszy zestaw warunkéw, miary splatania jest
trudne, a w wielu przypadkach nie potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie, czy dana
miara spelnia powyzsze warunki.

1.4.2 Miary abstrakcyjne

Gléwna motywacja dla wprowadzenia miar okreslonych mianem abstrakcyjnych
[19] sa warunki, ktére powinna spelniaé¢ kazda uzyteczna miara splatania. Miary
te — w przeciwienstwie do miar operacyjnych — nie daja bezposredniego wgladu
w proces przetwarzania splatania podczas ewolucji uktadu kwantowego. Sa one
jednak uzyteczne z dwoch powoddéw

1. daja mozliwo$¢ wykonania przy ich pomocy obliczen stopnia splatania
dla niektérych stanéw,

2. dzigki twierdzeniu [7] o jednoznacznosci upraszaja zagadnienie dla stanéw
czystych.

Splatanie formacji

Najwazniejsza miara z tej grupy jest splatanie formacji (ang. entanglement of
formation).

Dla stanéw czystych jest ona zdefiniowana jako entropia von Neumana dla
zredukowanej macierzy gestosci uktadu.

Niech [¢)) bedzie wektorem jednostkowym w przestrzeni Hilberta ukladu
ztozonego H = Ha ® Hp. Przez |¢) (1| oznaczamy operator rzutujacy na pod-
przestrzen rozpieta przez wektor [1)).
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Definicja 7 Zredukowang entropiq von Neumana dla stanu czystego |¢)(y]
nazywamy wielkosé Syn(|¢)(]) okreslong wzorem

Sun ([9) () := S(Tra (|¢) () log Tra (1) (¢])- (1.29)

Z rozktadu Schmidta wynika, ze wartos¢ zredukowanej entropii von Neuma-
na nie jest zalezna od tego, wzgledem ktérego poduktadu dokonujemy operacji
sladu czescioweg

Son([)(¥[) = —Trp (Tra (|¥)(¥])log Tra (|¢){¥]))
= —Tra(Trp ([¢)(¢])log Trp ([¢){(¥]))

Entropia von Neumana bedzie podstawowym narzedziem wykorzystywa-
nym przy obliczeniach numerycznych w tej pracy.

Zmajac geometrie zbioru stanow uktadu kwantowego splatanie formacji moz-
na intuicyjnie uogélni¢ na stany mieszane.

Definicja 8 Splgtaniem formacji dla stanu mieszanego p € S (Ha ®@ Hp) okre-
slamy jako

Er(p) :=inf ZpiSuN(\”(/fz‘><1/fz‘|)

gdzie infimum jest wziete po wszystkich rozkladach stanu mieszanego p na wy-
pukie kombinacje lintowe standw czystych.

Uogolnienie to jest proste z matematycznego punktu widzenia, ale znacznie
komplikuje obliczenia dla stanéw mieszanych.

Miary, ktore sa — jak w przypadku splatania formacji — zdefiniowane na
stanach czystych, a nastepnie uogélniane na stany mieszane ), p;|%)(i| zgodnie
z regula

E(p) Zillg‘gﬂi\ Zi:sz(ZWI) (1.30)
nazywamy miarami stromego dachu (ang. convex roof measure) [32]. Infimum
jest wziete po wszystkich rozktadach stanu mieszanego p na wypukte kombina-
cje liniowe stanéw czystych.

Miary tego typu spelniaja na mocy samej definicji niektore wlasnoéci jakich
oczekujemy do miar splatania — dotyczy to zwlaszcza to warunku [S3] czyli
wypuktosci.

W przypadku stanéw czystych problem znalezienia odpowiedniej miary
splatania rozstrzyga nastepujacy fakt

Twierdzenie 7 (O jednoznacznos$ci miary splatania) [19,(39] Zredukowa-
na entropia von Neumana S, jest jedyng miarg splgtania dla standw czystych,
ktora spetnia warunki [SOJ-[S4] oraz warunek [S5a].

!Oméwienie najwazniejszych wtasnoéci entropii von Neumana znalezé mozna w Dodatku
matematycznym.
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Wykorzystujac to twierdzenie mozliwe jest budowanie kwantowej teorii in-
formacji i kodowania opartej na wlasnoéciach entropii von Neumana, wzoru-
jac sie na rezultatach klasycznej teorii informacji opartej na entropii Gibbsa-
Shanona.

Jak dotychczas w przypadku standéw mieszanych nie udato sie uzyskaé¢ po-
dobnego rezultatu. Mozliwe jest jedynie podanie ograniczenia gérnego i dolnego
na miary splatania.

Wzgledna entropia splatania

W celu okreélenia kolejnej miary splatania zdefiniujemy kwantowa entropie
wzgledna

Definicja 9 Kwantowq entropiq wzgledng nazywamy wielkosc

Sret (pllo) = Tr (p)log p — Tr (p) log o (1.31)

Podobnie jak w przypadku splatania formacji definiujemy

Definicja 10 (Wzgledna entropia splatania) Dla stanu mieszanego p €
S(Ha®Hp)

Er(p) := inf Syer (pllo) = Tr (p) log p — Tr (p) log o

gdzie infimum jest wyznaczane po wszystkich stanach czystycho € S (Ha @ Hp).

Dla stanéw czystych wzgledna entropia splatania jest réwnowazna splataniu
formacji, ktore (z definicji) w przypadku stanéw czystych jest tozsame ze zre-
dukowana entropia von Neumana [71]. Okazuje si¢ zatem, ze Twierdzenie m
znacznie utatwia analize iloSciowa splatania dla standéw czystych.

W przypadku stanéw mieszanych splatanie formacji jest mniejsze od wzgled-
nej entropii splatania.

1.4.3 Miary oparte na odleglosci

Jednym z intuicyjnych sposob6w obliczania splatania dla danego stanu jest wy-
znaczanie jego odleglodci od standow separowalnych. Wymaga to jednak doktad-
nego okreélania, ktore stany sg separowalne. Nieposiadane kryterium splatania
ktore, jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym, jest tu duzym utrudnie-
niem.

Oznaczmy przez SEP (H) zbiér standéw separowalnych ukladu opisanego
przestrzenig Hilberta H. Dla danej odleglosci D: S (H) x S (H) — R okresla-
my [32]

Definicja 11 Dia danego p € S (H)

E = inf D 1.32
p,s(p) veab oy (p,0) (1.32)
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Mozliwy jest takze inny wybér zbioru stanéw, wzgledem ktérego mierzymy
odlegtos¢ — zbiorem tym moze byé np. zbiér standéw posiadajacych dodatnia
czedciowa transpozycje, oznaczany przez PPT (H) (ang. positive partial trans-
pose).

Przyktadem miary tego typu jest wzgledna entropia splatania, w przypadku
ktorej role odleglosci odgrywa entropia wzgledna.

1.4.4 Ujemnosci

W pracy [76] podany zostal opis kilku miar splatania opartych na ogdélnej de-
finicji S—ujemnosci (ang. S-negativitv). Znajduja sie wéréd nich: odpornosé
splatania, ujemno$¢ oraz ujemnosé logarytmiczna.

Definicja 12 Niech S bedzie zwartym, wypuklym podzbiorem zbioru operato-
row hermitowskich o Sladzie 1. Definiujemy S—norme ||-||si odpowiadagjgcq jej
S-ujemnosé N (-)g jako

1Alls = inf{ay —a_[A=asp* +ap ,ax >0,p" €S} (1.33)
Ns(A) = inf{a_|A=app" —a_p ,ax>0,p" € S} (1.34)

Jezeli Tr (A) = 1 to otrzymujemy ||Al|ls = 1 + 2Ng (A) [76].
Szczegbdlnymi przypadkami sa w takim ujeciu dwie miary, ktére zostana
omoéwione ponizej — stabilnos¢ splatania oraz ujemnosé.

Stabilno$é¢ splatania

Kladac w Definicji[I2]jako S zbidr separowalnych operatoréw gestosci, otrzymu-
jemy miare nazwang stabilnoécia spl@taniaﬂ (ang. robustness of entanglement)
[72).

Wiaze ona ze sobg korelacje kwantowe i klasyczne, opisujac ich wzajemne
oddzialywanie. Okresla ona minimalna ilo$¢ korelacji klasycznych zawartych
w stanie separowalnym pep, ktéra wystarcza do zniszczenia korelacji kwanto-
wych zawartych w stanie p.

Aby zdefiniowaé stabilno$é wprowadza sie najpierw stabilnosé wzgledna,
opisujacg ilos¢ korelacji statystycznych zawartych w zadanym stanie p, ktora
niszczy korelacje kwantowe w stanie p.

Oznaczmy przez SEP (H) zbiér stanéw separowalnych na przestrzeni Hil-
berta H.

Definicja 13 Niech p € S (H) oraz psep € SEP (H). Stabilnosciq (splgtania)
stanu p wzgledem stanu psep, R (p||psep) nazywamy najmniejszq liczbe s, dla
ktorej stan

p(s) (P + Spsep) (1.35)

T l+s

2W kontekscie matematycznym ttumaczenie terminu robustness podawane przez Stownik
Naukowo-Techniczny angielsko-polski WNT to odpornosé testu
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jest stanem separowalnym.

Pewng miara odpornoéci na szumy losowe jest stabilno$é¢ wzgledem domiesz-
kowania stanem maksymalnie mieszanym.

Definicja 14 Stabilnoscig losowq (splatania) stanu p nazywamy stabilnosé wzgle-
dem stanu maksymalnie mieszanego %]I, R (pH%]I)

Natomiast minimalna warto$é¢ domieszek niszczaca splatanie daje nam na-
stepujaca miare

Definicja 15 Stabilnoscig (splatania) — lub stabilnoscig bezwzgledng — stanu p
nazywamy wielkosé

R(p) = i R (0| psep) - 1.36
() o (pllpsep) (1.36)

Stabilnos¢ splatania jest wielkoscia dodatnia i pozwala rozréznié¢ stany se-
parowalne od splatanych — p € SEP (H) R (p) = 0.

Poniewaz w realnych ukladach zawsze mamy do czynienia z dekoherencja,
musimy uwzgledni¢ ja przy rozpatrywaniu dynamiki splatania podczas ewolucji
uktadu. Odpornoéé¢ splatania pozwala takze na oszacowanie wplywu korelacji
klasycznych na korelacje kwantowe.

Ujemnos$é i ujemnosé logarytmiczna

Ujemnosé stanu (lub ujemnosé splatania) jest iloSciowym odpowiednikiem kry-
terium Peresa-Horodeckiego. Obie miary omawiane w tym podrozdziale mierza
stopien niedodatnio$ci macierzy gestosci poddanej operacji czesciowej transpo-
zycji, czyli stopien, w jakim dany stan nie spetnia kryterium Peresa-Horodeckiego.

Jezeli w Deﬁnicjiweimiemy S ={A|A=A"Tr(A) =1,AT" > 0} otrzy-
mujemy nastepujaca definicje ujemnosci

Definicja 16 N (p) := inf {a_|AT4 =a_p~ 4+ ayp™,ar > 0}.

Roéownowazna jej 1 bardziej uzyteczna jest jednak definicja, ktora moze by¢é
sformutowana jako twierdzenie

Twierdzenie 8 Ujemnosciqg macierzy gestosci p € S(Ha ® Hp) nazywamy
wielkosé

M -1
= 5 ’

N (p) (1.37)

gdzie ||-||1 oznacza norme Sladowa.
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Operator p’4 jest operatorem samosprzezonym i Tr (pTA) = 1. Oznaczmy
przez a; wartoéci wlasne p?4. Obliczajac norme ||p?4||; otrzymujemy

o0 = e (3/iomion )
= ngn(az’) i
> e[ =2 a7 |

gdzie a? i a; oznaczaja odpowiednio dodatnie i ujemne wartosci wlasne ope-
ratora p’4. Dodajac i odejmujac czlon > ‘ai_‘ otrzymujemy

o™l = D laf | = lar [+ | =37 |
= 1-2 o]

= 1-2N(p)

Miara ta odpowiada sumie wartosci bezwzglednych ujemnych wartosci wia-
snych operatora p’4 oraz znika dla stanéw separowalnych. W pracy [76] poka-
zano, ze nie wzrasta ona podczas wykonywania operacji lokalnych i jest mono-
toniczna miara splatania (ang. entanglement monotone).

Wazna zaleta ujemnosci jest tatwosé, z jaka mozna uzy¢ jej do wykonania
prostych obliczen stopnia splatania. Pomimo, ze w przeciwienstwie do splata-
nia formacji, ujemnos¢ mozna wykorzystaé¢ do obliczen dla stanéw mieszanych,
przyklady w Rozdziale [4] beda ograniczone do stanéw czystych. Ujemnoéé jed-
noznacznie orzeka, czy dany stan jest splatany w przypadku, gdy kryterium
Peresa-Horodeckiego stanowi warunek konieczny i wystarczajacy dla separo-
walnosci stanu. Zatem, poza bramkami dwuqubitowymi i najprostszymi przy-
padkami algorytmoéw kwantowych, mozna je traktowaé¢ jedynie jako pewien
parametr znamionujacy wystepowanie splatania.

Dodatkowo mozemy wprowadzi¢ ujemnosé logarytmiczna

Definicja 17 Ujemnosciq logarytmiczng macierzy gestosci p € S (Ha ® Hp)
nazywamy wielkos¢

Niog (p) :=1ogs ||p™ |1 (1.38)

ktora réwniez nie wzrasta podczas wykonywania operacji lokalnych oraz jest
dodatkowa addytywna [76].

Wiasnosci ujemnosci i ujemnosci logarytmicznej przedstawione sg w pra-
cy [76]. Implementacja funkcji obliczajacej ujemno$é dla zadanego stanu jest
czeScig pakietu Entanglment opisanego w Rozdziale [7.1.2]
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1.5 Wnioski

Dostepne miary splatania pozwalajg dokonaé¢ pomiaréw jedynie dla ukladéw
dwuskladnikowych. Omawiane w kolejnych rozdziatach tej pracy algorytmy
kwantowe moga zostaé przedstawione w postaci odpowiadajacej temu podej-
Sciu — schemat tego podziatu zostanie przedstawiony w kolejnym rozdziale. Po-
zwala to na $§ledzenie stopnia splatania podczas wykonania tych algorytméw.
Przyktadem, przy ktérym to podejscie wydaje sie by¢ niewystarczajace jest al-
gorytm znajdowania logarytméw dyskretnych, gdyz wéwczas uzywane sg trzy
rejestry kwantowe.

Podziatl pamieci komputera kwantowego na dwie czesci jest uzasadniony
tym, ze interesuje nas rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze danych zapi-
sanym w jednym z rejestréw. Nic nie stoi na przeszkodzie, by operowaé na
komputerze opartym na qutritach — uktadach o trzech stanch. Operowanie na
komputerze kwantowym zbudowanym z wielu qubitow mozna zastapi¢ opero-
waniem na maszynie zbudowanej z dwéch podukladéw n-wymiarowych, przy
n dobranym odpowiednio do zagadnienia. Operowanie na uktadach o dwéch
stanach jest jedynie wygodna — na przyklad przy konstrukcji uktadu reali-
zujacego kwantowa transformate Fouriera — analogia do klasycznych uktaddw
logicznyc

Nie oznacza to bynajmniej, ze zagadnienie splatania w uktadzie wielosktad-
nikowym mozna zawsze sprowadzi¢ do zagadnienia splatania dwéch wyodreb-
nionych poduktadéw. Zagadnienie to jest znacznie bardziej skomplikowane,
a problem opisu splatania w uktadach wielosktadnikowych nie ma jak dotych-
czas zadowalajacego rozwiazania.

Narzucajacym sie sposobem badania splatania w uktadach wielosktadni-
kowych jest teoretyczna mozliwoé¢ badania splatania pomiedzy wszystkimi
parami qubitéw (podukladéw). Odpowiada to tworzeniu macierzy kowarian-
cji podczas badania zaleznosci statystycznych. Mozliwe jest takze uogdlnienie
podejécia prezentowanego w tej pracy i badanie stopnia splatania pomiedzy
stanami poduktadéw wyodrebnianych arbitralnie poprzez podzialy catosci na
dwie czesci. Jednak obliczenia wykonane z zastosowaniem ktoéregokolwiek z tych
sposobow nie dostarczalyby pelnej wiedzy na temat korelacji wystepujacych
w uktadzie. Jednoczesnie wymagatyby przeprowadzenia duzej ilosci obliczen,
gdyz zwykle interesuja nas uktady o bardzo duzej ilosci poduktadéw — w przy-
padku badania wszystkich par ich liczba roénie jak n?, natomiast w przypadku
dzielenia uktadu na dwa poduktady ich liczba roénie jak 2", gdzie n jest liczbg
qubitow.

3 Analogia ta jest takze wygodna do rozwiazywania problemu konstrukeji sieci bramek
kwantowych, gdyz pozwala na wykorzystanie dobrze znanych klasycznych metod konstrukcji
uktadéw logicznych.



Rozdziat 2

Kwantowa transformata
Fouriera

Obliczanie transformaty Fouriera na komputerze kwantowym stanowi podsta-
we wszystkich algorytméw rozwiazujacych problem ukrytej podgrupy [31], 53
511, [37]. Mozliwo$é wykonywania tej procedury w czasie wielomianowym wzgle-
dem rozmiaru danych wejsciowych pozwala na skonstruowanie efektywnych al-
gorytmow, ktore zostana przedstawione w Rozdziale [3] W szczegdlnosci jest
to podstawg przyspieszenia uzyskiwanego przez algorytmy opracowane przez
Petera Shora.

Poniewaz szybka transformata Fouriera jest wykorzystywana do konstrukcji
algorytmu mnozenia o ztozonosci O(nlogn), mozna sobie wyobrazié, iz kom-
puter kwantowy pozwoli na znaczne przys$pieszenie wykonywania takze takich
elementarnych dziatan.

W tym rozdziale opisane sg najwazniejsze aspekty zwiazane z konstrukcja
i wykonaniem QFT (ang. Quantum Fourier Transform) na grupach abelo-
wych. Transformata QFT moze by¢ rozpatrywana bez odniesienia do jej roli
w kontekscie przetwarzania informacji na komputerze kwantowym, podobnie
jak to sie ma z klasycznym algorytmem dyskretnej transformaty Fouriera. Po-
niewaz jednak wszystkie algorytmy, ktore zostang przedstawione w Rozdziale
wykorzystuja ta operacje, oméwione jest takze jej znaczenie dla algorytmu ja-
ko ciagu operacji. To pozwoli skupi¢ sie nad metoda uzyskiwania dzieki QFT
odpowiednich rozkladéw prawdopodobienstwa.

2.1 Definicja kwantowej transformaty Fouriera

Do reprezentacji danych wejsciowych dla algorytméw kwantowych wykorzystu-
jemy stany ukladéw kwantowych — operacja QFT jest przykladem transfor-
maty, ktora moze byé wykonana na stanach kwantowych efektywniej niz na
stanach ukladu klasycznego [35].

Ponizej ograniczymy sie do przypadku, gdy w zbiorze danych wejsciowych

29
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algorytmu mozemy okredli¢ strukture grupy abeloweﬂ Uogoélnienie na przypa-
dek grup nieabelowych mozna znalezé w pracach [62, [45].

W skoniczeniewymiarowej przestrzeni Hilberta H odpowiadajacej uktadowi
wybieramy baze ortonormalna {|g)|g € G} ponumerowana elementami g € G,
gdzie G jest pewna skonczong grupa abelowaﬂ Wymiar przestrzeni wynosi
w takim wypadku |G|, gdzie przez | - | oznaczamy rzad grupy. Dowolny wektor
stanu ukladu |¢) ma rozklad w bazie {|g)|g € G}

|G|

) = cilg:) (2.1)

i=1

W zbiorze odwzorowan liniowych {f: G — C} definiujemy iloczyn skalarny

(filf2) =Y Fi(9)fa(g) (2.2)

geG

Wspétezynniki rozkladu moga by¢ potraktowane jako wartosci pewnej
funkcji f: G — C okreslonej wzorem

flgi) = ci (2.3)

oraz spelniajacej warunek
171 =1 (2.4)

z norma wyznaczang przez iloczyn skalarny [2.2]
Transformata Fouriera f funkcji f okreélona jest Wzore

" 1 1L 2oy

flg5) = @l D e flgg). (2.5)
k=0

Jednocze$nie kazde odwzorowanie [2.3| w sposéb jednoznaczny definiuje stan
na ‘H. Dzieki tej jednoznacznosci mozemy sformutowaé nastepujaca definicje

Definicja 18 Kwantowa transformata Fouriera jest to transformata Fouriera
funkcji f zadajgcej stan ukladu kwantowego.

Dzialanie transformaty Fouriera na stan bazowy |j) € H w d-wymiarowej
przestrzeni wektorowej, okreslone jest wzorem

2imjk

d—1
QFT!J'>=\}ng_Oe 7 |k) (2.6)

1Jest to zatozenie stuszne dla wszystkich algorytméw opisanych w Rozdziale

2W przypadku algorytmu faktoryzacji interesuje nas okresowo$é funkcji okreglonej na Z.
Jednak wymaganie operowania na skonczonej pamieci zmusza nas do operowania tylko na
pewnym podzbiorze Z,

30g6lna definicja transformaty Fouriera na grupie abelowej przedstawiona jest w Rozdzia-

le
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Dzieki liniowosci transformaty Fouriera, wzér ten moze by¢ rozszerzony na
dowolny wektor i przyjety za definicjg transformaty.
Poniewaz dla funkcji f i jej transformaty zachodzi

Twierdzenie 9 (Tozsamo$é Parsevala)

1£11 = 1111

kwantowa transformata Fouriera jest operacja unitarna.

Transformata Hadamarda Najprostszym i najczesciej spotykanym przy-
ktadem kwantowej transformaty Fouriera jest transformata Hadamarda. W tym
wypadku G = B = {0, 1}, a dzialaniem grupowym jest dodawanie modulo 2.
Przestrzen Hilberta odpowiadajaca zbiorowi B ma baze¢ {|0),[1)}.
Transformata Fouriera na B jest okreslona jako odwzorowanie

p 1

flz) = NG (=1 f(0) + (=)™ f(1))

1
V2

Odpowienio kwantowa transformata Fouriera dziata na stany bazowe zgod-
nie ze wzorem

FO)+ (=1)*f(1)

QFTylz) = ¢1§ ((=1)%2[0) + (~1)1 1))
1 €T
= o)+ (=17

i jest reprezentowana przez macierz unitarng H

H_;?G _11> (2.7)

Bramka Hadamarda jest przydatna przy konstrukcji transformaty Fouriera dla
dowolnej ilosci qubitéw.

2.2 Rola QFT w algorytmach kwantowych

Aby okredli¢ cel jakiemu stuzy kwantowa transformata Fouriera, nalezy zbudo-
waé ogblny schemat algorytmoéw wykorzystujacych te operacje. Nie przywiazu-
jac uwagi do szczegdléw mozna go rozpisaé¢ na trzy krokﬂ

Nasz komputer kwantowy dzielimy na dwa rejestry — rejestr danych i rejestr
wartosci. Zakladamy, ze stanem poczatkowym obu rejestréw jest stan bazowy

4Doktadniejszy opis tych algorytméw znajduje sie w Rozdziale
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— zwykle stan |00...00). Jezeli chcemy, aby stan poczatkowy byl innym sta-
nem bazowym, zawsze mozemy do tego doprowadzi¢ wykonujac operacje na
pojedynczych qubitach. Operacje takie nie wprowadzajg splatania do uktadu.

Pierwszym krokiem algorytmu jest wykonanie QFT na rejestrze danych.
Jezeli stanem poczatkowym rejestru danych jest stan [0...0), prowadzi to do
uzyskania jednorodnej superpozycji wszystkich stanéw bazowych tego rejestru.
Pozwala to na wykonanie w drugim kroku operacji Uy na wszystkich stanach ba-
zowych jednoczesnie, a tym samym na obliczenie wartoéci funkcji f na wszyst-
kich argumentach jednocze$nie. W ten sposéb kwantowa transformata Fourie-
ra pozwala na wykorzystanie réwnoleglosci wprowadzanej przez obowigzujaca
w mechanice kwantowej zasade superpozycji.

Operacja Uy jest kluczowym elementem algorytmu i do jej fizycznej realiza-
cji konieczne jest wprowadzenie oddzialywania pomiedzy rejestrami komputera
kwantowego. Jak sie okazuje, prowadzi to do pojawienia si¢ splatania miedzy
stanem rejestru danych i stanem rejestru wartosci.

Ostatnim krokiem jest ponowne wykonanie QFT na pierwszym rejestrze,
po czym nastepuje pomiar stanu catego komputera kwantowego.

Pierwsze wykonanie QFT ma na celu uzyskanie superpozycji wszystkich sta-
noéow bazowych pierwszego rejestru. Pomijajac czynnik normalizacyjny mozemy
zapisaé

n—1
QFT@H!O...O)@\O...O)-(Zm)@O...O). (2.8)
=0

Stan ten nie jest stanem splatanym. Wprowadzajac w przestrzeni jednego
qubitu baze

{10) +11),10) = [1)}

, 1 korzystajac z reprezentacji binarnej, mozemy stan [2.8| zapisa¢ jako
[(10) + 1)) @ (10) + 1) @ ... @ ([0) + [1)] @ [0). (2.9)

Stan ten jest stanem stanem iloczynowym, a zatem jest stanem separowalnym.

W Rozdziale [4] przekonamy sie, ze dopiero wykonanie operacji wymagaja-
cej oddziatywana pomiedzy podukladami moze prowadzi¢ do pojawienia sie
splatania. Operacje take nie mogg by¢ przedstawione jako iloczyn tensorowy
operacji na podukladachﬂ

Schematy trzech algorytméw kwantowych ukrytej podgrupy sa przedsta-
wione na Rysunku [2.1]

Zgodnie z tym schematem, pomiaru splatania mozna dokonaé¢ jedynie po
kazdym z krokéw algorytmu. W rzeczywistosci kazdy z krokéw w algorytmie
musi by¢ rozlozony na szereg operacji elementarnych, zatem mozna by dokonaé
pomiaru zmian splatania po kazdej operacji elementarnej. Za uproszczeniem
wprowadzonym na schemacie [2.1] przemawiaja dwa aspekty:

®Doktadna charakterystyke bramek wprowadzajacych splatanie mozna znalezé w [7]
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07)

0)

Hen

lz,y) — |z, f(z) D y)

Algorytm Deutscha

Hen

QFT

|z,y) = |z, f(x) D y)

Algorytm Simona

QFT

Rysunek 2.1: Struktura algorytméw ukrytej podgrupy

|z,0) — |x,a® mod N)

Algorytm Shora



34 ROZDZIAL 2. KWANTOWA TRANSFORMATA FOURIERA

1. Jezeli zaobserwujemy zmiane stopnia splatania po jakims$ kroku, to in-
terpretacja wystepowania splatania i jego wplywu na wykonanie catego
algorytmu bytaby niemozliwa, jezeli skupimy sie na operacjach elemen-
tarnych.

2. Jezeli po jakims$ kroku algorytmu nie obserwujemy zmiany stopnia spla-
tania standéw poduktaddéw, to mozliwa jest taka konstrukcja catego frag-
mentu algorytmu, ktéra nie wymaga bramek wprowadzajacych splatanie.

Pierwszy argument jest uzasadniony zaleznoscia rozkladu elementéow algoryt-
mu od zupelnego uktadu bramek ktéry wybierzemy. Dodatkowo kazdy element
algorytmu moze wymagaé¢ duzej liczby tych elementarnych operacji.

Skadinad wiadmono, ze bramki nie wprowadzajace Spl@taniaﬁ sa albo postaci
iloczynu tensorowego bramek dzialajacych lokalnie, albo sa réwnowazne bramce
SWAP. To uzasadnia drugi argument.

2.3 Zlozonos$é obliczeniowa

Algorytmy ukrytej podgrupy maja zlozonos¢ wielomianowa dzieki mozliwo-
Sci zaimplementowania szybkiej transformaty Fouriera na komputerze kwanto-
wym. Dokonajmy oszacowania zlozonosci tej operacji [53]. Ponizsze wyprowa-
dzenie daje jednoczesnie przepis na konstrukcje uktadu bramek kwantowych
implementujacego QFT.

Pierwszym krokiem jest wykonanie kilku prostych przeksztalcen. Niech j
bedzie liczba n-bitowa, reprezentowana przez stan bazowy |j) € H. W postaci
dwojkowej liczbe te mozna zapisaé jako

i=Y_ 2" (2.10)
k=1

gdzie j, € {0,1} oznacza n-ty bit liczby j.
Wychodzac ze wzoru [2.6) mozemy zapisaé

. 1 2imjk
QFT|j) = > e |k)

1 P n l
1 2imj (X k2')
= E e 2m ‘k‘lkn>

1 1 o
_ \/2722 T k).

SBramki takie nazywane sa w [J] bramkami prymitywnymi (ang. primitive).
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Otrzymany stan nie jest stanem splatanym. Mozna go zapisa¢ w postaci
iloczynu tensorowego odpowiednich superpozycji stanéw bazowych.

‘ 1 n 1 o
QFT|]> = \/27 @ kz e2imiki2 |kl>
-1 | k=0

Oznaczajac przez 0.5; . .. j,, ulamek binarny o wartoéci

m

Jk
P =, (2.11)

k=l
ostatecznie zapisujemy stan QFT|j) jako

(10) + 209 [1))(|0) + e*7OIn-17n[1)) ... (|0) + €01 -In]1))
NeD

Dla przypadku trzech qubitéw i j = 451 + 2j2 + j3 mozna ostatni krok powyz-
szego wyprowadzenia rozpisa¢ bezposrednio

(2.12)

(10) + e*™/2[1))([0) + €*™/[1))(|0) + €*/¥[1))

V38
(|0) 4 e2im@i+i2+73/2)|1))(|0) + 2im (@1 +72/2+78/4)| 1)) (|0) 4 e2imUn/2Hi2/4+73/8)|1))

QFT|j)

V8
(10) + €*m72[1))(|0) + €2709273[1)) (|0) + e*O-13232 1))
V8

gdzie wykorzystana zostata okresowos¢ funkcji e®.

Na Rysunku [2.2] przedstawiony jest uklad realizujacy kwantowa transfor-
mate¢ Fouriera dla ukladu trzech qubitow.

Bramka F'(n) jest zdefiniowana dla n € N jako operacja

A 219

W tym wypadku mamy

F(4):<(1) ?),F(S):(é ei) (2.14)

2im — _1, bramka Hadamarda odpowiada przy takim oznaczeniu

Poniewaz e
bramce F(2).
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Rysunek 2.2: Transformata Fouriera dla trzech qubitéw.

Ostatnia operacja oznacza bramke SWAP, powodujaca zamiane qubitéw.
Bramka taka moze by¢ zrealizowana za pomocg trzech bramek CNOT.

W Rozdziale zamieszczony jest program w jezyku QC'L realizujacy pro-
cedure QFT.

Do wykonania operacji QFT zgodnie z podanym przepisem trzeba wyko-
na¢ n-krotnie bramke Hadamarda oraz dla kazdego z qubitéw odpowiednig
liczbe kontrolowanych bramek F'(x). Dla n-tego qubitu wykonujemy bramke
C — F(...), n — l-krotnie, dla n — 1 qubitu — n — 2 krotnie, a dla drugiego —
jednokrotnie. Zamiana kolejnosci qubitéw wymaga 5 bramek SWAP. Lacznie,
musimy wykonaé @ bramek, co oznacza, iz algorytm QFT ma zlozonosé
O(n?), gdzie n jest liczba qubitéw.

Warto zauwazyé¢, ze wykonywana przez nas operacja jest, ze wzgledu na
skoniczong pamieé, przyblizeniem transformaty Fouriera. Jest to sytuacja iden-
tyczna jak w przypadku komputeréw klasycznych, gdyz komputer kwantowy,
operuje jedynie na skonczonej pamieci (liczbie qubitéw). To przyblizenie jest
wystarczajace do przeprowadzenia obliczen [5].

Operowanie na skoficzonych ciagach symboli jest jednym z warunkéw ,roz-
sadnoéci” modelu obliczen. Poniewaz stany uktadu kwantowego i operacje uni-
tarne na nich wykonywane sa zadawane przez kombinacje liniowe wektoréw
oraz macierze nad ciatem C, aby méwié¢ o skonczonych obliczeniach musimy
sie ograniczy¢ do przyblizonego przeprowadzania ewolucji. Ograniczamy takze
mozliwe amplitudy, przy czym okazuje sie, ze zestaw amplitud wystarczajacy do
przeprowadzenia obliczen kwantowych mozna bardzo ograniczy¢ [5]. Otrzymu-
jemy wéwcezas model réwnowazny pod wzgledem mocy obliczeniowe i bardziej
realistyczny w potencjalnych implementacjach.



Rozdziat 3

Znajdowanie ukrytej
podgrupy

Computer programing is an art form,
like the creation of poetry or music.
— Donald E. Knuth

Rozdzial ten poswiecony jest oméwieniu grupy algorytméw kwantowych,
nazywanych algorytmami ukrytej podgrupy. Znajac konstrukcje i dziatanie
kwantowej transformaty Fouriera mozemy przekonaé sie o jej uzytecznosci do
rozwiazywania szerokiej klasy probleméw obliczeniowych. Omawiane algorytmy
wykorzystuja znane wtasnosci transformaty Fouriera pozwalajace na odtworze-
nie informacji na temat okresu funkcji. Najbardziej znanym z nich jest algorytm
rozwiagzujacy problem faktoryzacji liczb catkowitych.

3.1 Rodzaje algorytméw kwantowych

Jedng z najwazniejszych cech klasycznych maszyn Turinga jest ich uniwersal-
noé¢. Oznacza ona, ze maszyny klasyczne sa zdolne do wykonania dowolnego
algorytmu, jezeli tylko udostepni im si¢ program wykonania tego algorytmu.
Maszyny kwantowe sa uogdlnieniem maszyn odwracalnydﬂ i jako takie mo-
ga rozwigzaé dowolny problem, ktéry moze byé rozwiazany przez klasyczng
maszyne Turinga. Jednakze wykorzystywanie maszyn kwantowych do rozwia-
zywania dowolnych probleméw jest niepraktyczne. Algorytmy kwantowe nie sg
réwnoznaczne z przepisanymi w formie réwnolegtej klasycznymi algorytmami
odwracalnymi. Sa one wynikiem innego sposobu podejscia do problemu i dzigki
temu w niektorych przypadkach daja niespodziewane rezultaty. Kosztem, jaki
za to musimy zaptaci¢ sg trudnosci zwiazane z realizacja fizyczn

! Jezeli nie istnieje maszyna Turinga rozwiazujaca dany problem, to tym samym nie istnieje
algorytm rozwigzujacy ten problem. Zatem maszyny Turinga mozna utozsamié¢ z algorytmami.
2Dotychczasowe realizacje obliczen kwantowych ograniczaja sie do kilku qubitéw.

37
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Dotychczas opracowano dwie ogdlne metody konstrukeji algorytméw kwan-
towych dla pewnych klas probleméwﬂ Niektére z nich pozwalaja na wykorzy-
stanie efektéw kwantowych do uzyskania wyktadniczego przyspieszenia przy
rozwigzywaniu niektérych probleméw. Wszystkie opracowane algorytmy kwan-
towe mozna podzieli¢ na dwie grupy

1. Algorytmy ukrytej podgrupy wykorzystujace kwantows transformate Fo-
uriera.

Do tej klasy naleza algorytm Deutscha, algorytm Simona oraz algorytmy
Shora i Kitaeva [40]. Te dwa ostatnie dotycza funkcji majacych strukture
ukrytej podgupy. Wszystkie pozwalaja na wykladnicze — w stosunku do
znanych algorytméw klasycznych — zmniejszenie ztozonosci probleméw.

2. Algorytmy wyszukiwania oparte na metodzie Grovera.

Sa to algorytmy rozwiazujace problem przeszukiwania bazy danych N
nieuporzadkowanych elementéw. Algorytm Grovera pozwala na zmniej-
szenie czasu potrzebnego na znalezienie zaznaczonego elementu z O(N)
do O(v/N). Oryginalna metoda Grovera [28, 29, B36] pozwala takze na
rozwigzywanie innych zagadnien.

Dodatkowo komputery kwantowe moga stuzy¢ do symulacji ztozonych uktadéw
fizycznych. Brak mozliwosci dokonywania takich symulacji na komputerach
kwantowych byl jednym z bodZzcéw rozwoju informatyki kwantowej. Istnieje
wiec mozliwos¢, ze wraz z rozwojem informatyki kwantowej pojawia sie nowe
metody symulacji zjawisk fizycznych.

Do algorytméw ukrytej podgrupy zaliczaja sie wszystkie znane algorytmy
kwantowe dajace wykladnicze przyspieszenie w stosunku do algorytmoéw kla-
sycznych. Przy$pieszenie to sprawia, ze algorytmy te sa obiektem szczegdlnego
zainteresowania jako potencjalny sposob na:

1. Rozwiazywanie probleméw uwazanych klasycznie za trudne czyli wyma-
gajace wyktadniczego w funkcji rozmiaru problemu czasu dziatania kla-
sycznej maszyny Turinga.

2. Stworzenie algorytmoéw klasycznych wzorowanych na algorytmach kwan-
towych.

Do uzyskania pierwszego celu konieczny jest jednak odpowiednio rozbudowany
komputer kwantowy, co jest samo w sobie zadaniem trudnym. Natomiast za-
stanawiajac si¢ na drugim sposobem wykorzystania algorytmoéw kwantowych
stajemy przed pytaniem: Czy mozliwe jest dokonanie efektywnej symulacyi ukta-
du kwantowego na maszynie klasycznej?

3Problem ktéry moze byé rozwigzany przy pomocy klasycznej maszyny Turinga automa-
tycznie moze by¢ rozwigzany przy pomocy maszyny kwantowej, jezeli skonstruujemy obwdod
odwracalny dla danego problemu. To za$ jest zawsze mozliwe.
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3.2 Sformulowanie problemu

Nazwanie grupy algorytméw algorytmami ukrytej podgrupy (ang. hidden sub-
group algorithms) wynika z faktu, iz mozna je w prosty sposéb uogélni¢ wyko-
rzystujac jezyk teorii grup. Tutaj ograniczymy sie do grup abelowych, chociaz
mozliwe jest uogélnienie na dowolne grupy.

Scisle matematycznie sformulowanie problemu ukrytej podgrupy mozna
znalez¢ w sekcji Dodatku matematycznego.

Odpowiednikiem pojecia bazy w algebrze liniowej jest w teorii grup pojecie
zbioru generatorow.

Definicja 19 Zbior elementow {g1,...,g9n} grupy G nazywamy zbiorem gene-
ratorow grupy G jezeli kazdy element a € G mozna zapisaé jako zloZenie tych
elementow.

Problem ukrytej podgrupy mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

Zalézmy, ze dana jest skonczona grupa abelowa G oraz funkcja f: G — X,
gdzie X jest pewnym skonczonym zbiorem. O funkcji f zakladamy, ze istnieje
nietrywialna podgrupa H grupy G, taka, ze f jest réznowartosciowa na grupie
ilorazowej G/H. Na kazdej warstwie podgrupy H funkcja ta jest stala.

Naszym zadaniem jest znalezienie generatoréw podgrupy H.

O funkcji spetniajacej powyzszy warunek méwimy, ze spetnia zatozenie Si-
mona lub, ze ma strukture ukrytej podgrupy.

Warto zauwazy¢, ze dla h € H i dowolnego g € G elementy g+h i g naleza do
tej samej warstwy. Wynika stad, ze funkcja f spelnia warunek f(g+h) = f(g)
czyli jest H—periodyczna.

Wszystkie kolejno omawiane algorytmy beda przedstawiane w ramach tego
ogblnego sformutowania zagadnienia. Na zakonczenie tego rozdzialu podane sg
przyktady problemoéw, ktére mozna rozwigzaé poprzez zredukowanie do proble-
mu znajdowania ukrytej podgrupy.

3.3 Algorytm Deutscha

Pierwszy algorytm kwantowy, potwierdzajacy mozliwo$¢ wykonywania pew-
nych zadan szybciej na komputerze kwantowym, zostal opisany przez Davida
Deutscha w pracy [17]. Tutaj przedstawiona jest nieco zmodyfikowana wer-
sja [51]. Problem, ktéry algorytm ten ma rozwiazad, jest nastepujacy.

Majac zadang funkcje f: B — B okresli¢ czy jest ona stala.

Tutaj i w dalszych czesciach pracy oznaczamy przez B zbiér {0,1} i odpo-
wiednio przez B"™ zbiér {0,1} x {0,1} x ... x {0,1}.

W tym wypadku funkcja jest okreslona na grupie (B, ®,) i przyjmuje war-
tosci w B. Natomiast ukryta podgrupa jest {0} lub {0,1}
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Funkcje f: B — B nie bedaca funkcja stata nazywamy zbalansowana. Po-
niewaz sa dokltadnie 4 funkcje f: B — B

i = {(0,0),(1,0)}
fa = {(0,1),(1,1)}
fs = {(0,1),(1,0)}
fo = {(0,0),(1,1)}

mozemy szczegbdltowo przesledzi¢ proces obliczeniowy. Funkcje fi1 i fo sa stale
i odpowiada im ukryta podgrupa {0, 1}, natomiast funkcje f3 i f4 sa zbalanso-
wane i odpowiada im ukryta podgrupa {0}.

Doktadny opis kolejnych krokéw algorytmu Deutscha, pozwalajacy na prze-
Sledzenie zmiany stanu ukiadu w tracie wykonania algorytmu, znajduje sie
w podrozdziale

Na Rysunku przedstawiony jest obwdd kwantowy wykonujacy ten algo-
rytm.

|0) H H |—

10) NOT H

Rysunek 3.1: Obwo6d kwantowy dla algorytmu Deutscha

Uogolnieniem algorytmu Deutscha na funkcje f: B — B jest algorytm
Deutscha-Jozsy. Klasyczne rozwigzanie problemu Deutscha dla takiej funkcji
wymaga obliczenia wartosci funkcji na n/2 + 1 argumentach. Wykorzystujac
komputer kwantowy mamy mozliwoé¢ jednoczesnego obliczenia wartosci funkcji
dla wszystkich argumentéw.

W og6lnym przypadku funkcji f: B" — B algorytm Deutsch-Jozsy pozwala
na okreslenie globalnej wtasnosci funkcji, ktéra moze by¢ bardzo nieregularna.
O zadanej funkcji wiemy tylko tyle, ze spelnia ona jeden z wzajemnie wyklu-
czajacych sie warunkow:

e f jest stala na B™
e lub f jest zbalansowana na B™

Nie narzuca to ograniczenia na rozmieszczenie wartosci, a jedynie na ich ilosé.
Algorytm Deutscha-Jozsy nie jest zatem algorytmem ukrytej podgrupy.
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Kolejne kroki algorytmu Deutscha-Jozsy sa analogiczne jak w przypadku
algorytmu Deutscha [53], [51] — zmodyfikowana jest jedynie liczba qubitéw po-
trzebnych na przechowania danych.

3.3.1 Modyfikacja jednoqubitowa

Okazuje sie ze do rozwiagzania problemy Deutscha wystarczy wykorzystacé je-
den qubit [I5]. Rozwiazanie to pozwala na calkowite wyeliminowanie splata-
nia podczas wykonania algorytmu, gdyz mamy wowczas tylko jeden poduktad.
Uzyskujemy to poprzez inny sposob implementacji funkcji f w postaci bramki
kwantowe;j.

Dla algorytmu Deutscha-Jozsy algorytm dla funkcji o warto$ciach w B"
przy n < 3 nie wymaga splatania. Natomiast dla ¢ > 3 splatanie moze wystapié¢
w zalezno$ci od tego z jaka funkcja mamy do czynienia.

3.4 Algorytm Simona

Przedstawiony w pracy [67] algorytm Simona jest punktem wyjscia dla uogél-
nienia metody znajdywania ukrytej podgrupy na komputerze kwantowym.

Algorytm Simona jest uogélnieniem algorytmu Deutscha na funkcje o war-
tosciach w B™,m > 1. Oryginalne sformulowanie problemy, ktéry ma rozwig-
zywaé algorytm mozna tatwo przepisaé¢, tak by algorytm obejmowal szersza
klase probleméw.

3.4.1 Przebieg algorytmu

Uzyjemy m qubitow do zakodowania elementéw G = B™, grupy addytywnej

przestrzeni wektorowej m-wymiarowej nad B. Poniewaz funkcja spelniajaca za-

lozenie Simona m [G: H] = % réznych wartosci, a w n qubitach mozemy
Gl _

zakodowaé 2™ wartosci, potrzebujemy takze log, 7 = me logy |H| qubitéw do
zakodowania wartosci funkcji f: G — R.
Dla H < G przez H' oznaczamy zbior

HL::{yEG]/\y-hzo} (3.1)
heH
Symbol - oznacza tutaj iloczyn Skalarnyﬂ -1 G X G — R okreslony wzorem
n
Ty = Z Yk (mod 2) (3.2)
k=1

gdzie x = (z1,...,2n), ¥y = (Y1, -, Yn)-

1R6wWnosé ta jest trescig twierdzenia Lagrange’a.
5Grupa G jest utozsamiana z przestrzenig liniows G.
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Schemat przedstawiony ponizej jest stuszny, jezeli B zastapimy dowolnym
cialem skonczonym.

1. Wykonaj transformate Hadamarda nad B" aby otrzymad

T Z |22)]0) (3.3)

:EEIBT”

2. Oblicz wartosé funkcji f
1
—— > W) = = 3 e alf) (3.4)
2 zeB™ zeH teT

gdzie T jest zbiorem zawierajacym po jednym reprezentancie z kazdej
warstwy podgrupy H

3. Wykonaj po raz drugi transformate Hadamarda nad B™. Poniewaz dla

yeB, H<B
|H| yeH*
>n={ . (35)
heH 0 y¢H
otrzymujemy
QTOT LS S et i) = g X3 S 0)
xEH teT zeH teT yeG
H
= S S o)
IfETyEfIl

4. Ostatnim krokiem algorytmu jest obserwacja stanu uktadu.

Przy okazji omawiania kolejnych krokéw algorytmu Simona przekonamy sig, ze
prawdopodobienstwo otrzymania jakiegokolwiek elementu y € H wynosi

(3.6)

3.4.2 Maska niezmiennosci wzgledem sumy modulo 2

W oryginalnym sformulowaniu [67] problem Simona dotyczy znajdowania ma-
ski niezmiennosci wzgledem sumy modulo 2 (ang. zor mask invariance — XMI(f)),
zdefiniowanej w nastepujacy sposob:

Definicja 20 Maskq niezmienniczosci wzgledem sumy modulo 2 dla funkcyi
f:B" — B™ nazywamy stowo n-bitowe s spetniajgce warunek: dla dowolnych
danych wejsciowych x,y € B" rownosé f(x) = f(y) jest spelniona tylko wow-
czas, gdy x @ s = y.
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Dla problemu znalezienia X M I dla pewnej funkcji f: B" — B, n < m
zachodzi nastepujace twierdzenie [67]:

Twierdzenie 10 Istnieje algorytm dla QT M rozwigzujgcy problem Simona
o zlozonosci O(nT¢(n) + G(n)), gdzie Tr(n) to czas potrzebny na obliczenie
funkcji na stowie o dlugosci n, a G(n) to czas potrzebny na rozwigzanie ukladu
rownan n X n nad cialem Zo

Dowéd.
Algorytm sktada si¢ z dwbch czesci

[A] Procedury obejmujacej dwukrotne wykonanie transformaty Fouriera

1. Stanem poczatkowym jest stan |0...0) € H?". Za pomoca bramki
F = H®" @ I®" przygotowujemy stan \/% Y wemn [2)]0...0)

2. Obliczamy warto$¢ funkcji f poprzez wykonanie transformacji Uy.
W wyniku otrzymujemy stan ﬁ Y owemn |2 f(2))

3. Wykonujemy po raz drugi transformacje F i otrzymujemy w ten
Spos6b stan 5 > pn > yen (=1)7Y[y)[0...0)

[B] Rozwiazania uktadu réwnan n x n nad Zg na komputerze klasycznym.

Ta czeéé algorytmu nie wymaga maszyny kwantowej. Wykonania O(n)
razy procedury [A] pozwala na uzyskanie ukladu réwnan nad Zs

sty = 0Omod?2
so-y = 0Omod 2
Sp+y = 0mod 2

Istnieje algorytm oparty na Chinskim twierdzeniu o resztaclrﬁ, pozwa-
lajacy na efektywne rozwiagzanie tego problemu na klasycznej maszynie
Turinga.

a

Ten szczegdlny przypadek algorytmu Simona bedzie rozpatrywany w Roz-
dziale [

3.5 Algorytmy Shora

Peter Shor w pracach [65] oraz [66] podal algorytm pozwalajacy na przepro-
wadzenie z wykorzystaniem komputera kwantowego rozkladu liczby catkowitej

SPatrz: sekcja Dodatku matematycznego
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na czynniki pierwsze. W poréwnaniu z dotychczas znanymi algorytmami kla-
sycznymi, algorytm Shora odznacza si¢ zlozonoscia wielomianows wzgledem
rozmiaru danych wejéciowych. W tej samej pracy podany zostal takze algo-
rytm obliczania logarytmoéw dyskretnych.

Algorytmy faktoryzacji i obliczania logarytméw dyskretnych podane przez
Shora stanowia uogdlnienie metody wprowadzonej przez Simona.

3.5.1 Zmnajdowanie rzedu w grupie

Zasadnicza czescig algorytmu faktoryzacji jest, wykonywana na komputerze
kwantowym, procedura znajdowania rzedu. Tylko ta cze$¢ musi byé¢ wykonana
na maszynie kwantowej — pozostale czesci moga by¢ z powodzeniem wykonane
na maszynie klasycznej. W kolejnych paragrafach przedstawie procedure znaj-
dowania rzedu oraz jej wykorzystanie w problemach faktoryzacji i obliczania
logarytméw dyskretnych.

Definicja 21 Rzedem elementu a w grupie (Zy, ) nazywamy najmniejszq licz-
be catkowitg r spoelniajgcqg warunek

a’" =1mod N

Liczbe v oznaczamy piszge v = ordy(a).

Stosujac zapis symboliczny
r =ordy(a) =min{z € Zm"* = 1mod N}

Jezeli liczba a jest wzglednie pierwsza z N to ordy(a) istnieje. W przeciw-
nym wypadku ged(a, N) # 1 wigec a™ — bN jest podzielne przez ged(a, N) dla
dowolnych m i b, gdzie ged(a,b) oznacza najwiekszy wspdlny dzielnikﬂ liczb
aib.

Okreslmy funkcje f,(x) := a®(mod N), przy zalozeniu ged(a, N) = 1. Zgod-
nie z definicjg rzedu

falw +r) = a7 (mod N) = a®a"(mod N) = a"(mod N) = fu(z),

co oznacza, ze r = ordy(a) jest okresem funkcji f,. Pozwala to wykorzystaé
wlasnosci transformaty Fouriera do znalezienia liczby 7.
Naszym zadaniem jest rozwiazanie naste¢pujacego problemu

Majac dane liczby N oraz a, takie, ze gcd(a, N) = 1, znajdz okres
funkcji f, : Z — Zn okreslonej wzorem f,(z) = a”(mod N)

"W polskiej literaturze przyjete jest oznaczenie nwd(a, b)
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Problem ten jest bardzo podobny do problemu Simona — jednakze w tym
wypadku rozpatrujemy funkcje na zbiorze nieskonczonym, podczas gdy w pro-
blemie Simona jest mowa o zbiorze skonczonym.

Pierwsza przeszkoda jaka sie pojawia wynika z ograniczenia reprezentacji
liczb. Nie mozemy w pamieci komputera kwantowego umiesci¢ wszystkich liczb
catkowitych. Musimy zatem rozpatrywaé tylko obciecie funkcji f, do pewnego
skoficzonego podzbioru Z,; C Z i na nim bada¢ okresowos¢ funkcji fu|z, .

Przestrzen Hilberta komputera kwantowego, na ktéorym ma sie odbywaé al-
gorytm znajdowania okresu, mozna przedstawi¢ w postaci H1 ® Ha, przy czym
pierwsza podprzestrzen odpowiada rejestrowi, w ktérym przechowywane sg ar-
gumenty funkcji f,, a druga — rejestrowi zawierajacemu wartoéci. Rejestry te —
a co za tym idzie wymiary ¢ = dim H; oraz d = dim H; podprzestrzeni — musza
byé¢ dobrane tak aby pomiescily odpowiednio duze liczby. Dobér odpowiednich
wymiaréw przestrzeni wynika z oszacowania szans powodzenia algorytmu.

W Rozdziale 4| zaprezentowane sa obliczenia przeprowadzone dla kilku liczb.
Poniewaz ztozono$¢ nawet prostej symulacji jest w przypadku algorytmu Shora
bardzo duza i czas jej wykonania wzrasta wykltadniczo, mozliwe jest przepro-
wadzenie jedynie najprostszych symulacji.

3.5.2 Szybka faktoryzacja

Problem (efektywnego) znajdowania dzielnikéw liczby N mozna rozwigzaé je-
zeli potrafimy (efektywnie) obliczaé¢ rzad elementu w multiplikatywnej grupie
Zy. Méwiac precyzyjnie, zastepujemy zagadnienie znalezienia dzielnikow liczby
N, zagadnieniem nastepujacym

Majac dang liczbe N oraz liczbe a, wzglednie pierwsza z N, znajdz
rzad ordy(a)

Zalézmy, ze znamy efektywny sposob rozwiazania tego problemu.

Pierwsza czynnoscia jaka musimy wykonac¢ jest wybranie losowej liczby a
takiej, ze ged(a, N) = 1. Liczba a musi by¢ wzglednie pierwsza z N aby istnial
rzad ordy(a).

Okres funkcji f(z) = a®(mod N) jest rzedem elementu a.

fz+7)=a"""(mod N) = a®a"(mod N) = a*(mod N) = f(x) (3.7)

Poniewaz nie jest mozliwa reprezentacja catej dziedziny catkowitej w pamie-
ci (stanach) komputera kwantowego, wybieramy pewna poddzedzine Z, funkcji
f, z ¢ bedaca potega dwojki spetniajaca warunek N < ¢ < 2N.

Algorytm znajdowania rzedu jest zatem algorytmem znajdowania okresu
funkcji f. Wymaga on dwéch rejestréw kwantowych i przebiega w nastepujacy
sposéb:
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1. Ustaw w superpozycji wszystkie elementy Z, wykonujac transformate Fo-
uriera

1 2
7 kZ:O |z)]0) (3.8)

2. Umies¢ wartosé¢ funkcji f(z) = a”(mod N) w drugim rejestrze

-1

[}

1

77 2 (i) (39)

3. Wykonaj drugi raz transformate Fouriera

q—1g—1 .
Y e (2”“) 17 (k). (3.10)

q

Analiza rozkladu prawdopodobienstwa otrzymanego w wyniku przeprowadze-
nia procedury znajdowania rzedu przedstawiona jest w Rozdziale

Otrzymane w wyniku pomiaréw liczby moga zosta¢ uzyte do uzyskania
za pomocg rozwinie¢ utamkow cigglych rzedu liczby a. Natomiast znajomosé
rzedu a pozwala na znalezienie nietrywialnych dzielnikéw N (patrz: Dodatek
matematyczny, podrozdzial .

3.5.3 Obliczanie logarytmoéw dyskretnych

Do obliczania logarytméw dyskretnych na komputerze kwantowym [65] koniecz-
ne jest wykorzystanie trzech rejestréw kwantowych. W tym wypadku problem
jest postawiony w nastepujacy sposob

Majac dang liczbe x € Z, oraz generator g grupy Z,, znajdz r takie,
ze ¢" = z(mod p).

Dla liczby pierwszej p, grupa Z, z mnozeniem modulo p jako dzialaniem
grupowym, jest cykliczna czyli istnieje element g € Z, taki, ze kolejne potegi
g%, g,...,9°" " generujg Lip.

Oznaczmy przez z liczbe, ktérej logarytmu r szukamy. Zgodnie z definicja

g" =zmodp (3.11)

przy czym 0 <r <p—1.
Problem obliczenia logarytmu dyskretnego mozna przedstawié¢ jako problem
znalezienia ukrytej podgrupy dla odwzorowania f: Z, x Z, — Zj,

f(a,b) = g%a? (3.12)
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Poniewaz zachodzi rownowazno$é

f(a1,b1) = flag, by) & gMabt = g®2a” o g7 = 92702 o g1 by = ag—rby
(3.13)
funkcja ta jest stata na warstwach (aq1,b1) + H = (a1,b2) + H dla

H = {(k,rk)|k € Zp} < Zp, — Zp. (3.14)

Tak zdefiniowana funkcja spelnia zalozenie Simona.
Algorytm Shora obliczania logarytmu dyskretnego ma nastepujacy przebieg

1. Ustaw pierwsze dwa rejestry w superpozycji

p—1p—1

pilzz |la, b, 0) (3.15)

a=0 b=0

2. Oblicz ¢°z"(mod p) w trzecim rejestrze

p—1lp—1

pilzzmb,g“mb(mod p)) (3.16)

a=0 b=0

3. Niech ¢ bedzie potega dwdjki taka, ze p < ¢ < 2p. Wykonujemy na dwoch
pierwszych rejestrach transformate QF7T, i otrzymujemy stan

p—1 p—

1 1
q(p—1) 2 o

a,b=0 c¢,d=0

ac + bd
< ) e, d, g%z"(mod p)) (3.17)
q
W ostatnim etapie algorytmu nastepuje pomiar stanu komputera kwanto-
wego. Otrzymany w dwdch pierwszych rejestrach stan reprezentuje pary (a,b)
pozwalajace na wydobycie informacji o logarytmie dyskretnym liczby z [53].

3.6 Zagadnienie generacji macierzy Uy

Waznym elementem sktadowym wszystkich algorytméw kwantowych jest ma-
cierz unitarna odpowiadajaca wykonaniu funkcji f, ktorej wlasnosci badamy.
Pierwszym nasuwajacym sie tu problemem jest istnienie takiej macierzy unitar-
nej (obwodu) dla dowolnej funkeji f: B™ — B"™. W pracy [4] zostalo pokazane,
iz jest mozliwa konstrukcja klasycznego obwodu odwracalnego dla kazdej funk-
cji obliczalnej na klasycznej maszynie Turinga.

Jednym z podstawowych zatozen przyjmowanych przy rozwazaniach doty-
czacych konstrukceji obwodéw realizujacych procedury kwantowe jest mozliwosé
wykonywania jedynie ograniczonego, funkcjonalnie zupelnego, zestawu opera-
cji kwantowych. Wybér takiego zestawu zalezy do wielu czynnikéw, z ktérych
najwazniejszy jest sposob implementacji algorytmu.
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Niestety proces generacji dowolnej macierzy unitarnej z zestawu bramek
elementarnych jest bardzo skomplikowany i ztozonosé jest duza. Stawia to pod
znakiem zapytania celowosé¢ wykorzystania algorytmoéow kwantowych w sytu-
acjach, gdy konieczne jest czeste generowanie duzej macierzy. Sa jednak sytu-
acje gdy nie ma alternatywy dla takiego podejscia — najlepszym przykladem
jest wyszukiwanie rozwiazania dla algorytmu DES [16].

3.7 Inne zastosowania

Algorytmy ukrytej podgrupy moga znalezé zastosowanie do szerokiej gamy pro-
bleméw matematycznych. Jako problem ukrytej podgrupy mozna sformutowaé
zagadnienia [51], 53]

e Znajdowanie okresu
Zastosowanie to jest pokazane w szczeg6lnosci w algorytmie Shora znaj-
dowania rzedu — wéwczas szukamy okresu funkeji f(z) = a®” mod N.

e Ukryta funkcja liniowa
Dla funkcji f(z,y) = x + ay okreslonej na (Z x Z,+) o wartosciach w Zy
i permutacji 7: Zy — Zpy okreslmy

h=mof
W tym wypadku ukryta podgrupa ma posac:

{(~ta,t)ft =1,...,N —1}.

e Rzad permutacji
Dla G = (Zan X Zopn,®) i funkcji f: G — Zsg, okreslonej jako

flz,y) =7 (y)

gdzie 7 jest permutacja zbioru Zs,. Szukamy ukrytej podgrupy
{r € Zon|f(x +1,y) = f(z,9)}.

e Stabilizator grupy abelowej
Niech elementami grupy abelowej G beda odwzorowania zbioru X — X,
ze sktadaniem odwzorowan

A N (ab)(@) = a(b(x))

a,beG rxeX

jako dziataniem grupowym. Podzbidor St C G zlozony z elementéw G dla
ktorych przy ustalonym z € X

g(z) ==z
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tworzy podgrupe. Podgrupe ta nazywamy stabilizatorem elementu x w G
i oznaczamy St (x).

Oznaczmy przez f, odwzorowanie przeprowadzajace element grupy G
w warto$¢ tego elementu na z , f;(¢9) = g(z). Odwzorowaniu temu odpo-
wiada ukryta podgrupa Stg(z).

Stabilizator Stg(z) jest ukryta podgrupa dla odwzorowania f,: G — X
okreslonego jako

fz(9) =g(x) g€ G

W pracy [40] zostal podany sposéb znalezienia St (z) dla przypadku
grup albelowych. Zadanie to zawiera jako przypadki szczegdlne zadania
faktoryzacji i obliczania logarytméw dyskretnych.



Rozdziat 4

Splatanie w algorytmach

4.1 Uwagi wstepne

Rozdziat ten po$wiecony jest obliczeniom obrazujacym wystepowanie splatania
w trakcie wykonania algorytméw kwantowych rozwigzujacych problem ukry-
tej podgrupy. Przeprowadzone symulacje wykorzystuja model obliczen kwanto-
wych zaproponowany po raz pierwszy w pracy Davida Deutscha [18] — model
sieci kwantowych (ang. quantum networks). W Rozdziale 5| przy okazji rozwa-
zan dotyczacych zlozonoéci, wprowadzony zostanie model kwantowej maszyny
Turinga. Okazuje sie, ze oba te modele sg réwnowazne pod wzgledem mocy
obliczeniowej [82], a zatem o ich stosowaniu decydowaé¢ mozna na podstawie
uzytecznosci w konkretnej sytuacji.

Model sieci kwantowych niewatpliwie lepiej nadaje si¢ do prezentacji ob-
liczen wykonywanych podczas pracy komputera kwantowego. T'worzenie pro-
graméw kwantowych polega na polaczeniu w ciag operacji unitarnych, wyko-
nywanych na wektorach stanu. Pozwala on na pisanie programéw kwantowych
w oderwaniu od konkretnej realizacji ﬁzyczneﬂ

Z numerycznego punktu widzenia istota symulowania komputera kwantowe-
go na komputerze klasycznym tkwi w reprezentacji stanéw i rozkazow maszyny
kwantowej za pomocg unormowanych wektoréw i macierzy unitarnychﬂ Pro-
wadzi to — jak przekonamy sie w dalszej czesci tego rozdzialu — do malej efek-
tywnosci takiej symulacji. Mozna zatem dojsé do tezy, postawionej w 1982 r.
przez R. P. Feynmanna [22], i bedacej jedna z przyczyn zainteresowania kwan-
towsa teoria informacji, iz komputery klasyczne nie sg zdolne do efektywnego
odtworzenia dzialania uktadu kwantowego.

W wielu pracach poswieconych kwantowej teorii informacji i obliczeniom
kwantowym pojawia sie opinia, ze do uzyskania przez komputery kwantowe

!Zostato to wykorzystane miedzy innymi przy tworzeniu jezyka QCL opisanego w Roz-
dziale oraz wielu innych symulator6w maszyn kwantowych [74].

2Teoretycznie przy badaniu algorytméw kwantowych mozna ograniczy¢ sie do stanéw czy-
stych. Jednak z praktycznego punktu widzenia opis tak uzyskany jest niewystarczajacym
przyblizeniem rzeczywistosci.

20
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wykladniczego obnizenia zlozonosci niektorych algorytmoéow konieczne jest wy-
stepowanie w trakcie procesu obliczeniowego stanéw splatanych. W zwiazku
z wieloma problemami teoretycznymi i trudnosciami praktycznymi pojawia sie
problem weryfikacji tej opinii.

Najprostsza metoda przekonania sie, czy splatanie wystepuje w trakcie ob-
liczen kwantowych, jest przeprowadzenie symulacji numerycznej procesu obli-
czeniowego. Jednak wraz ze wzrostem rozmiaru danych na ktorych operujemy,
czas potrzebny na symulacje roénie bardzo szybko. W zwiazku z tym musimy
ograniczy¢ sie do najprostszych przypadkdw.

7 drugiej strony nie istnieje praktyczne kryterium oceny splatania w ukta-
dach wielosktadnikowych. Konieczne jest zatem wprowadzenie podziatu pamie-
ci kwantowej opartego na przedstawionym w Rozdziale 2| schematycznym opisie
algorytméw ukrytej podgrupy. Badanie wystepowania splatania ogranicza sie
w takim schemacie do zbadania splatania pomiedzy stanami poduktadéw po
kazdym z gléwnych krokéw algorytmu.

Pierwszym z badanych algorytméw jest algorytm Deutscha [I7]. Jest to
pierwszy i najprostszy z algorytméw rozwiazujacych problem ukrytej podgrupy.
Przedstawione sg tez przyktady obliczen dla algorytmu Deutscha-Jozsy. Jed-
nak najciekawszymi algorytmami ukrytej podgrupy sa niewatpliwie algorytm
Simona i algorytm Shora. Przyklady realizacji algorytmu Simona pozwalaja
na potwierdzenie wystepowania stanéw splatanych w trakcie realizacji algoryt-
moéw kwantowych. Natomiast algorytm Shora jest przyktadem mistrzowskiego
operowania rozktadem prawdopodobienstwa, pozwalajacego na uzyskania po-
rzadanego wyniku.

Ztozono$¢ asymptotyczna tych algorytmoéow bardzo wyraznie przektada sie
na moc obliczeniowa wykorzystywana przy wykonywaniu symulacji na kompu-
terze klasycznym EL Dotyczy to szczegblnie wymagan zwiazanych z pamiecia
— stan n-qubitowej maszyny kwantowej wymaga O(c2") bajtéw, gdzie ¢ jest
stala zalezna od reprezentacji amplitudy.

4.2 Bramki kwantowe wprowadzajgce splatanie

Bramki kwantowe stanowia podstawowe cegietki, z ktérych budowane sg al-
gorytmy kwantowe. Jest to analogia do sytuacji klasycznej, gdzie operuje sie
na prostych bramkach logicznych takich jak AND czy XOR. Jednakze bram-
ki kwantowe reprezentuja operacje unitarne, a nie operacje logiczne, zas ich
kluczowa cechg jest mozliwo$¢ operowania na superpozycji standéw maszyny.
Zwykle od bramek kwantowych wymaga sig, by reprezentowaly dziatania
lokalne, wykonywane na niewielkiej liczbie qubitéw. Nie oznacza to, ze unie-
mozliwiaja one przenoszenie sie oddzialywag pomiedzy réznymi qubitami.

3Do obliczenh wykorzystywany byl komputer z procesorem AMD ATHLON XP 1800+ 1530
MHz dysponujacy 256 MB pamigci operacyjnej oraz komputer AMD K6 350 MHz dysponujacy
164 MB pamieci operacyjnej
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Zostato udowodnione [3], ze do realizacji dowolnego algorytmu wystarczy
mozliwoéé realizacji wszystkich bramek jednoqubitowych oraz bramki dwuqu-
bitowej CNOT. Bramka ta — jak mozna sie tatwo przekonaé — wprowadza spla-
tanie pomiedzy stanami poduktadéw. Okazuje sie, ze dowolna bramka wprowa-
dzajaca splatanie, moze by¢ uzyta do konstrukeji bramki CNOT [7], i przez to
moze stuzyé¢ jako podstawa dziatania dowolnego algorytmu kwantowego. Fakt
ten $wiadczy o kluczowej roli splatania w procesach obliczeniowych przeprowa-
dzanych na komputerze kwantowym: aby wykonaé¢ dowolna operacje, wystarczy
dysponowaé mozliwoscig tworzenia standéw splatanych.

Ponizsze obliczenia majg na celu poréwnanie w przypadkach najprostszych
bramek kwantowych rezultatéw obliczen stopnia splatania uzyskanych przy po-
mocy splatania formacji oraz ujemnosci.

4.2.1 Bramka Hadamarda

Mozna spodziewac sig, ze pewne kroki beda kluczowe dla przebiegu algorytmu
kwantowego. Dlatego warto dokladnie przyjrzeé¢ sie podstawowym elementom,
z ktérych budowane sg algorytmy.

Bardzo prosto mozna sie przekonaé, ze wykonanie bramki Hadamarda

H= ( 1 _11 ) (4.1)

na jednym z rejestréw komputera kwantowego bedacego w stanie bazowym |00)
nie wprowadza splatania pomiedzy stanami podukladéwﬂ Jezeli operujemy na
dwdéch qubitach, to odpowiada to nastepujacemu ciagowi operacji

) = H®Ij0o)
= H|0)®|0)
1

= S0 @0 +]1)e0)

S

= —=(00) +[01)

S

(4.2)

W tym wypadku po dokonaniu pomiaru stanu drugiego rejestru, stan drugiego

rejestru jest jednorodna mieszanka stanéw |0) i |1).
Niewiele zmieni sie jezeli wykonamy transformate H*" = HQ H...® H
—_—

n
na stanie |0...0) — otrzymamy wéwczas jednorodna superpozycje standéw bazo-

n
wych, a co za tym idzie w wyniku pomiaru jednorodne mieszanki statystyczne.

4Zadna bramka postaci A ® B, gdzie A i B to operatory unitarne dzialajace na stanach
podukltadéw, nie wprowadza splatania.
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Zawsze mozemy wybraé w przestrzeni H baze Fouriera {%, %},
w ktorej stany superpozycji faktoryzuja sie.

Entropia von Neumana dla macierzy gestosci otrzymanej po wykonaniu
operacji $ladu czedciowego wzgledem dowolnego zespotu n—1 qubitéw wynosi 0.
Jest to rowniez dowodem, ze zaden qubit nie jest splatany z pozostatymi.

Bramka Hadamarda jest jedna z operacji najczedciej pojawiajacych sie w sche-
matach algorytméw kwantowych — reprezentuje ona transformate Fouriera na
Zo. Pozwala ona takze na skonstruowanie obwodu kwantowego dla kwanto-
wej transformaty Fouriera na Z,. Zwykle jej implementacja fizyczna polega na
wytworzeniu superpozycji dwoch, wybranych jako reprezentacja qubitu, sta-
néw uktadu. Jej znaczenie staje si¢ zrozumiale, gdy dokonamy potaczenia jej
z bramka CNOT, opisujaca oddziatywania pomiedzy qubitami.

4.2.2 Bramka CNOT

Bramka CNOT odpowiada klasycznej operacji XOR. Dysponujac dwuqubi-
towa bramka CNOT oraz wszystkimi bramkami jednoqubitowymi, jesteSmy
w stanie wykonaé¢ dowolna sekwencje operacji unitarnych. Poniewaz bramka
CNOT pozwala operowaé na stanach splatanych — tj. tworzy¢ i niszczy¢ spla-
tanie, koniecznosé¢ wykonywania jej wydaje sie uzasadniona tylko jezeli pod-
czas wykonania algorytmu kwantowego maszyna kwantowa miataby znalezé
sie w stanach wykazujacych splatanie. Konstrukcja zupetnego uktadu bramek
kwantowych, wéréd ktoérych zadna nie wprowadzalaby splatania oznaczatoby,
iz splatanie nie jest konieczne do wykonywania algorytmoéw kwantowych.
Macierz reprezentujaca bramke CNOT w bazie {|00),|01), |10}, |11)}, gdzie

- (3)0-(2)

jest stosunkowo prosta:

1000
0100

CNOT=| o o o 1 (4.3)
0010

Kazdy stan bazowy jest przeprowadzany w stan bazowy zgodnie z regula

|00) — ]00)
|01) +— |01)
[10) +— |11)
I11) +— ]10)

Dlatego dla stanéw bazowych, np. |00), wykonanie operacji CNOT nie wpro-
wadza splatania
Er(|CNOT|00))(CNOT|00)|) = 0.
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Natomiast dla superpozycji stanéw bazowych |b) = %UOO) +(10)), otrzy-
mujemy po wykonaniu bramki CNOT stan

_ 0
C’NOTE(K)O) +|10)) = (1)
o
czyli stan .
[¢4) = —=(111) + [11)). (4.4)

V2

Jest to jeden ze stanéw Bella [I.5 Splatanie formacji osiaga dla tego stanu
(podobnie jak dla pozostalych stanéw Bella) wartosé¢ Er(()|o+)(p+]) = 1, czyli
warto$¢ maksymalng na przestrzeni S (H4 ® Hp) przy dimH4 = dimHp = 2.
Zatem wykonanie bramki CNOT na stanie separowalnym |a) pozwolilo na
uzyskanie stanu maksymalnie splatanego.

Widmo operatora gestosci |¢4 ) (o | poddanego operacji transpozycji wzgle-
dem poduktadu A to zbiér

a<’¢+><¢+’TA) = {;,;,;,—;} (4.5)

czyli ujemnoéé dla stanu [¢)(¢4| wynosi N (|¢4)(¢+|) = 3. Podobnie dla
wszystkich stanoéw Bella

N (62)(62]) = N (@) = 5. (16)

Najczesciej w trakcie wykonania algorytmu kwantowego stanem ukltadu
kwantowego jest superpozycja stanéw bazowych. Warto zatem przesledzi¢ na
przyktadzie jak zmienia sig¢ splatania w trakcie ewolucji zadanej bramka C NOT
w zalezno$ci od stanu poczatkowego.

Na Rysunku [£.1] przedstawiony jest wykres obrazujacy jak zmieni sie spla-
tanie formacji, jezeli na wejsciu operacji CNOT pojawi sie niejednorodna su-
perpozycja stanéw bazowych postac

la) := al1l) + /1 — a?|10), (4.7)

przy a € [0, 1].
Stan ten ma nastepujacy rozktad Schmidta:

la) = 1) ® (a]1) + V1 — a?|0)), (4.8)

czyli jest stanem separowalnym.
Z kolei Rysunek [£.2] obrazuje zmiane ujemnosci stanu w trakcie ewolucji.
Zachowuje sie ona podobnie jak splatanie formacji.

SPoniewaz ustalanie amplitud wymaga jedynie zachowania normalizacji, mozna parame-
tryzowaé stany na wiele sposobdw.
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Rysunek 4.1: Splatanie formacji dla stanéw CNOT(a|11) + v/'1 — a?|01))

Rysunek 4.2: Ujemnoé¢ dla stanéw CNOT (a|11) + V1 — a?|01))
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Stan poczatkowy jest tu stanem separowalnym, zatem obie miary zeruja sie
na calym przedziale a € [0, 1]. Natomiast w zaleznosci od superpozycji bramka
CNOT powoduje odpowiedni wzrost ilosci splatania w uktadzie.

Poniewaz dwukrotne wykonanie bramki CNOT jest réwnowazne operacji
identycznosci na dwéch qubitach, splatanie po operacji CNOT? powraca do
stanu poczatkowego — ponowne zastosowanie bramki C'NOT zniszczy splatanie
powstale w uktadzie.

Prosty przyktad pokazuje, ze potaczenie superpozycji i oddziatywania pro-
wadzi do uzyskania splatania. Bramka CNOT(H ® I) powstala z polaczenia
CNOT i H, wykonana na stanie |0) ® |0) daje stan splatany

~100) + [11)

CNOT(H T)([0) & o)) = ===, (4.9)

czyli stan Bella |14 ).

4.3 Obliczenia dla algorytm Deutscha

Algorytm Deutscha jest najprostszym algorytmem kwantowym, ktéry pozwala
zaobserwowaé najwazniejsze cechy algorytméw ukrytej podgrupy. Poniewaz al-
gorytm ten operuje na dwoch qubitach, jest to takze jedyny algorytm, w trakcie
realizacji ktorego nie budzi watpliwosci podzial uktadu kwantowego, na ktérym
operujemy na dwie czedci.

Celem algorytmu jest okreslenie globalnej wtasnosci funkcji f: B? — B2
Pytamy, czy jest ona stata. Jezeli funkcja nie jest stala, to méwimy, ze jest
zbalansowana.

Latwo zaobserwowad, ze wystepowanie splatania nie jest konieczne do roz-
wiazania na komputerze kwantowym problemu Deutscha [I5]. Unikamy go po-
przez wprowadzenie modyfikacji oméwionej w paragrafie[3.3.1] Jednak pierwot-
na wersja algorytmu takze nie wymaga splatania dla kazdej z czterech mozli-
wych funkcji B — B.

Jak zawsze podczas wykonania algorytméw ukrytej podgrupy, zaktadamy,
ze dla danej funkcji f potrafimy wykonac operacje Uy okreslong wzorem:

Uslz) @ ly) = |x) @ [f(x) & y(mod 2)) (4.10)

To proste zalozenie prowadzi do konsekwencji zwiazanych ze ztozonoscia algo-
rytméw kwantowychP}

Przebieg algorytmu prowadzi w kolejnych krokach do nastepujacych stanéw
komputera kwantowego:

e 0) Podprocedura przygotowania stanﬂ %|O> ® (]0) — 1))

SUwaga ta dotyczy takze algorytmu Grovera, szczegélnie jezeli zechcemy go wykorzystaé
do rozwiazania niektérych probleméw.

"Podprocedure te mozna zapisaé jako przygotowanie stanu |0)®|1), a nastepnie podziatanie
na niego operatorem I ® H
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1. Przygotuj stan |¢g) = |0) ® |0)
2. Wykonaj bramke I ® NOT
3. Wykonaj bramke I @ H

e 1) Wykonaj bramke H ® I na |1)g) aby otrzymaé
1
[¥1) = H @1|0) ®10) = 5(10) + 1)) @ (|0) — 1))

czyli jednorodna superpozycje wszystkich stanéw bazowych.

e 2) Wykonaj operacje Uy zdefiniowang wzorem

Usle) @ ly) = |z) @ | f(z) @ y)

1
ltha) = Uslr) = Ufﬁ(\@ + 1)) ® (]0) — [1))
1
= 50+ 1) FONLFL))
W zaleznoéci od funkcji, ktérg rozpatrujemy, otrzymamy

) = { +£1(10) +[1))(|0) — 1)) dla fi i fo
? +£5(10) + [1))(10) = 1)) dla f3i fa

e 3) Wykonaj bramke H ® I na [¢)2), aby otrzymaé stan

[v3) = H @ I|¢a).

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Dla funkcji f, ktora jest zbalansowana, stan |13) jest stanem Bella. Oznacza

to, ze stan podczas wykonania algorytmu jest stanem splatanym.

Wszystkie funkcje, jakie wchodzg w gre w naszym przypadku, zostaly wy-
pisane na stronie [f0] Mozemy przedledzi¢ przebieg algorytmu we wszystkich

czterech przypadkach — kazdej funkcji odpowiada inna bramka Uy.

Funkcja tozsamosciowa f1 = {(0,0), (1,1)} jest implementowana na kompu-
terze kwantowym jako bramka CNOT wprowadza wiec splatanie. Takze funk-
cja fy = {(0,1),(1,0)} wprowadza splatanie, jako, iz jest ona reprezentowana

przez macierz

0100
1 000
Un=1001 0
000 1

W zapisie stosowanym w pakiecie QuCalc odpowiada to funkcji

In[1]:= gate[2, (ket[{#1, CirclePlus[#2, #1, 1]}])&]

(4.15)
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Zatem bramka Uy, zmienia stan drugiego qubitu wtedy i tylko wtedy, gdy
pierwszy qubit jest w stanie |0).
Natomiast bramki Uy, i Uy, sa reprezentowane odpowiednio przez macierze

1000 0100

0100 100 0
Un=0oo0o10|"'Y=|0001 (4.16)

000 1 0010

Bramka Uy, odpowiada operacji identycznosci na stanie dwoch qubitéw, nie
wprowadza zatem splatania. Natomiast w przypadku bramki Uy, tatwo zauwa-

zy¢, ze
10 0 1
o= (ah)e (o)

= I®o,.

Oznacza to, ze odpowiada ona jednoczesnemu wykonaniu operacji lokalnych na
poduktadach i jako taka nie moze wprowadza¢ splatania. Rysunek przed-

EVN fl EvN fg
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
1 2 3 4a°n- i 2 3 an
EVN f3 EVN f4
1 — 1 —
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
1 2 3 4n° i 2 3 4n°

Rysunek 4.3: Splatanie formacji podczas wykonania algorytmu Deutscha.

stawia wartosci zredukowanej entropii von Neumana dla stanéw komputera
kwantowego podczas wykonania algorytmu Deutscha. Na osi poziomej zazna-
czone sg numery kolejnych krokéw algorytmu.

Natomiast Rysunek [£.4] przedstawia ujemnos$é stanéw komputera kwanto-
wego podczas wykonania tego algorytmu.

Wyraznie widaé, ze obie te miary zgadzaja sie w tym przypadku — w ostat-
nim kroku algorytmu Deutscha dla funkcji fs i f4 wystepuje splatanie. Uktad
znajduje sie wéwezas w stanie Bella, co odpowiada wartosci ujemnosci NV (|a)(al) =

1 oraz wartosci zredukowanej entropii von Neumana Ep(|a)(al) = 1.
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N 1 N £,
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
i 2 3 i° i 2 3 4°nt
N 5 N fa
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 7 0.4 7
0.2 0.2
i 2 3 4°nt i 2 3 4t

Rysunek 4.4: Ujemnos¢ podczas wykonania algorytmu Deutscha

4.4 Symulacja algorytmu Simona

W Rozdziale opisany zostal oryginalny problem Simona dotyczacy znajdo-
wani pewnej globalnej wtasnosci funkcji f: B” — B™, m > n, zaproponowany
w pracy [67]. Badanie splatania podczas wykonania tego algorytmu rozpocz-
niemy od najprostszych funkcji f : B2 — B2

4.4.1 Funkcje f: B> — B? oraz f: B? — B3

W przypadku funkcji f: B?> — B? mozemy rozpatrywaé 16 mozliwych funkcji.
7 punktu widzenia algorytmu Simona interesujace sa tylko te, ktére posiadaja
okreslong strukture.

Zgodnie z sformutowaniem problemu Simona, funkcja posiadajaca maske
niezmienniczoéci wzgledem sumy modulo 2, ma te wlasno$é, iz jej wartosci sa
stale na argumentach rézniagcych sie o pewien staly ciag bitéw — oznaczmy go
przez s.

Proste przyklady takich funkcji otrzymujemy dla s = (1,1) lub s = (0, 1).
W pierwszym przypadku mozemy przyjac

(1,L1) z=y
natomiast dla drugiego przypadku mozemy wybraé
(1,1) =0
lub (1.0)
1,0) =0
fS3(x7 y) { (07 1) P 1 (4‘19)



60 ROZDZIAL 4. SPLATANIE W ALGORYTMACH

Na rysunku przedstawione sa wykresy obrazujace zmiany stopnia splata-
nia stanéw komputera kwantowego podczas wykonania algorytmu Simona dla

funkcji fs1, fs2 oraz fss.

Funkcja fs;

i
N
€
o O O O
N S OV o
zZ

Funkcja fs»

=
N«
a
o o O O
N oS O o
=

Funkcja fs3

1.75
1.25
0.75

o O O O
N o Oy o B
=

0.25

Rysunek 4.5: Splatanie w algorytmie Simona dla f: B? — B2

Widaé wzrost splatania nastepujacy po wykonaniu kroku 3, ktory odpowia-
da wykonaniu drugiej transformaty Fouriera w algorytmie. Obie miary wskazu-
ja na podobny wzrost splatania. Nalezy zauwazy¢ jednak, ze stan otrzymywany
w ostatnim kroku algorytmu Simona nie jest stanem maksymalnie splatanym —
zredukowana entropia von Neumana nie osiagga na nim wartosci maksymalne;j.

Nastepny przyklad prezentuje podobne wyniki w przypadku funkcji
B? — B3. Rysunekobrazuje zredukowana entropie von Neumana oraz ujem-
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N S OV 0
=

o O O O

o o o o
N S Oy 0
zZ

Rysunek 4.6: Splatanie dla funkcji B2 — B3

nos¢ dla dwoch funkcji, fg4 oraz fgs, zadanych wzorami:

(1,0,1) y=1
f54($7y){ (0,170) y:()
oraz (1 0 1)
) r=y
e { Vo) 17y

4.4.2 Funkcje wielobitowe

(4.20)

(4.21)

Bardziej skomplikowane funkcje pozwalaja wybiera¢ wérdéd wiekszej liczby moz-
liwoéci. Ograniczymy sie tylko do funkcji f: B? — B3 oraz f: B®> — B3. Funkcji
pierwszego typu sa ciekawe, poniewaz jest mozliwo$¢ stosowania do ukladéw
Ha — Hp przy dimHy < 2,dimH3 < 3 zaréwno splatania formacji, jak
i ujemnoéci jako wskaznikéw splatania. Dla funkcji drugiego rodzaju ujemnos$é

nie jest dobrym wskaznikiem splatania.

Dwie funkcje : B?> — B3 — fg4 oraz fss — sa zadane formutami:

foatwn ) ={ oD v

fss(z,y,2) = { E ’

70)7 T=Y
1), z#y

(4.22)

(4.23)
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i r6znig sie maska niezmienniczosci. Dla fg4 maska nizmienniczosci to s = (0, 1),
natomiast dla fs5 —s = (1,1).

Kryterium Peresa-Horodeckiego nie pozwala orzec jednoznacznie, czy stan
ukladu opisanego przestrzenia Hilberta Ha ® Hp dla dimHa,dim Hp = 3 jest
splatany.

Na prawym wykresie na Rysunku [I.7] przedstawiona jest zmiana ujemnosci
podczas wykonania algorytmu Simona dla funkcji B® — B? — fgq, f7 oraz fss.
Pomimo tego, iz entropia von Neumana $wiadczy o wystepowaniu splatania,
ujemnos$¢ wskazuje na separowalno$é stanu.

Dla funkcji fsg 1 fs7 mamy s = (0,1,0)

(0,0,0), z=2=0
) (1,0,1), z=2=1
fSﬁ(xaya Z) = (0707 1)7 r=0Az—=1 (424)
(1,0,0), z=1Az=0
(0,0,0,0), z=2z=
) (1,0,1,0), z=2=1
fsr(@,y,2) = (0.01.1) 5=0nz= (4.25)
(1,0,0,0), 2=1Az=0
natomiast dla funkcji
(0,0,0,0), x=2=0
) (1,0,1,0), z=2=1
fss(@,y,2) = (0.0.1.1), z=0Az=1 (4.26)
(1,0,0,0), z=1Az=0

mamy s = (0,1, 1).

Zatem w tych wypadkach zawodzi kryterium Peresa-Horodeckiego. Jedyna
miara splatania, ktérg mozemy stosowaé w tym wypadku aby mie¢ pewnos$é
wystepowania badz nie splatania, jest zredukowana entropia von Neumana.

4.5 Mozliwo$é symulacji algorytmu Shora

Dotychczasowe obliczenia dotyczyly funkcji okreslonych na niewielkiej ilodci
bitow. W przypadku algorytmu Shora problemem staje si¢ czas potrzebny na
przeprowadzenie symulacjﬁ Pomimo zZe schemat algorytmu jest podobny jak
w przypadku algorytmu Simona, funkcje ktére wchodza w gre okreslone sg na
zbiorach Z, q > 256.

Warto zauwazy¢, iz problem symulacji uktadéw kwantowych w przypadku
algorytmu Shora jest zwiazany z rozwigzaniem waznego zagadnienia praktycz-
nego. Mianowicie mozliwos¢ wykonania efektywnej symulacji tego algorytmu
daje automatycznie przepis na efektywny algorytm faktoryzacji.

8Symulacjie algorytmu Shora dla niewielkiej liczby qubitéw sa mozliwe do wykonania z uzy-
ciem jezyka QCL. Stuzy temu np. program shor, rozprowadzany razem z jezykiem QCL (patrz:
Rozdziat , i napisany z uzyciem biblioteki libqc, wchodzacej w sktad jezyka QCL.
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U‘II—‘U‘\[\)U‘!U)H

U‘\HU‘\[\)U‘IQ}H

U‘\HU‘\NU‘IQ)m

Funkcja fgg

Rysunek 4.7: Rozbiezno$é w rozpoznaniu splatania dla funkcji B* — B3
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4.5.1 Oszacowanie czasu

Algorytm Shora wykorzystuje transformate Fouriera na grupie Z,. Liczba ¢
jest dobierana odpowiednio do liczby N, podanej na wejéciu: musi ona by¢
potega dwojki spelniajaca warunek N? < ¢ < 2N2. W praktyce dla N = 15,
q = 256, co w wypadku symulacji oznacza wykonywanie (klasycznej) transfor-
maty Fourieraﬂ o rozmiarze 256 x 256. Ponizszy wykres obrazuje tempo wzrostu
rozmiaru macierzy, ktéra musimy operowaé, aby wykona¢ symulacje.

18 [

g-10""t /

171

Rysunek 4.8: Tempo wzrostu rozmiaru QFT w trakcie realizacji algorytmu
znajdowania rzedu.

Na Rysunku 4.8 jest przedstawione tempo wzrostu rozmiaru QFT w funkcji
liczby ktoérej podzielnikéw szukamy. Wzrost ten poréwnaé mozna ze wzrostem
funkcji 22, ktérej wykres jest zaznaczony na Rysunku linig przerywana. Po-
zwala to oszacowad, iz rozmiar transformaty Fouriera ro$nie w przyblizeniu jak
druga potega rozmiaru liczby wyrazonego w bitach. Zatem wraz z rozmiarem
danych wejsciowych, wzrost rozmiaru operacji koniecznej do wykonania jest
wykladniczy. Pomimo, ze algorytm FFT pozwala na znaczne zmniejszenie cza-
su wykonania dyskretnej transformaty Fouriera, nie wystarcza to na efektywnag
symulacje algorytmu.

9Jezeli nie stosujemy algorytmu FFT, to jest to réwnowazne pomnozeniu przez macierz
kwadratowa ¢ X ¢
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4.6 Manipulacja prawdopodobienstwem

W algorytmach kwantowych mechanika kwantowa pozwala nam na operowanie
prawdopodobienstwami z jakim otrzymamy pewne wyniki. Prawdopodobien-
stwo gra kluczowsg role w projektowaniu algorytméw kwantowych — uzyskanie
odpowiedniego stanu koncowego jest réwnowazne otrzymaniu odpowiedniego
rozktadu prawdopodobienistwa na pelnej grupie.

Na algorytmy kwantowe mozna zatem spojrzeé¢ jako na sposéb generowania
rozktadow prawdopodobienstwa, pozwalajacy na uzyskanie z jak najwiekszym
prawdopodobienstwem informacji na temat interesujacych nas wielkosci. Po-
dejscie to stawia nas w roli nie tyle obserwatora, ktory wyciaga wnioski z uzy-
skanego wyniku, ale w roli projektanta ewolucji uktadu.

Wspomniany wczesniej algorytm Grovera wykorzystuje prawdopodobien-
stwo otrzymania pewnego rezultatu do sprawdzania, czy w danym zbiorze po-
jawia sie¢ element dajacy pozytywny przyktad problemu decyzyjnego.

Tutaj przyjrzyjmy sie jak zmienia sie rozktad prawdopodobienstwa podczas
wykonania algorytmu kwantowego ukrytej podgrupy.

4.6.1 Kolejne kroki algorytmu Simona

Ostateczny rozktad prawdopodobienstwa w algorytmie Shora jest doskonata
ilustracja wynikow jakie daje algorytm kwantowy. Aby zobaczyé, jak zmienia
sie¢ rozktad prawdopodobiefistwa po wykonaniu kazdego kroku postuzmy sie
algorytmem dla oryginalnego problemu Simonaﬂ Algorytmy te nie réznia si¢
w sposobie manipulowania prawdopodobienstwem i ich konstrukcja oparta jest
na tym samym, ogélnym schemacie.

Algorytm Simona jest prostszy i bardziej przejrzysty, a jednoczesnie po-
zwala na lepsze zrozumienie dzialania algorytméw ukrytej podgrupy. Wynika
to miedzy innymi z tego, iz zaprojektowano go do wykorzystania na zbiorach
skonczonych i operuje on na funkcjach boolowskich f: B™ — B™. Aby zbadad,
co dzieje sie z rozkltadem prawdopodobienstwa podczas wykonywania algoryt-
mu przesledzmy jego kolejne kroki, dokonujac po kazdym z nich pomiarulﬂ

Oznaczmy przez P(|x)) prawdopodobienstwo, iz uklad jest w stanie |z).
Chcemy rozwigzaé¢ problem X M dla funkcji f: B® — B™.

1. Przygotuj stan poczatkowy

|#0) = 10")[0™) (4.27)

°0pis algorytmu znajduje sie w Rozdziale

HProsta realizacja fizyczna takiego eksperymentu myslowego polegataby na wykonaniu serii
przebiegéw algorytmu Simona dla ustalonej funkcji, przy czym przerywalibysmy wykonanie
algorytmu po kolejnych krokach. Eksperyment taki rézni sie od wykonania algorytmu raz
z pomiarem po kazdym kroku.
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2. Wykonaj transformate Hadamarda na pierwszym qubicie
[¢1) = H"®1I,[0")0™)

2
= > [z)|o™). (4.28)
=0

I,,, oznacza tu operacje identycznosci na przestrzeni m-wymiarowej, ktora
stuzy nam do opisu zbioru wartosci. Po wykonaniu tego kroku otrzymu-
jemy

1o
Plam) ={ 5 )7, (4.20)

czyli rozklad jest jednorodny na calym zbiorze B". Uzyskujemy w ten
spos6b generator liczb losowych o rozkladzie jednorodnym na B™.

3. Zastosuj transformacje Uy
|p2) = Uylgr)
2’I’L
= > [9)|f (@) (4.30)
=0

Prowadzi to do nastepujacego rozktadu prawdopodobienstwa

vlam ={ 5 00 (431)

4. Wykonaj drugi raz opeacje H" ® 1,,,

|p3) = H"®@ILy|¢2) =

2m 2m
= > D) D"Y)lf (@)
=0 y=0

otrzymujac w ten sposéb rozklad prawdopodobienstwa zadany wzorem

a-s=0

1
_J
Pla)={ 5 20 2) (1.32)
Zatem w wyniku dokonania pomiaru z réwnym prawdopodobienstwem uzyska-
my jeden z elementéw prostopadlych do s czyli spelniajacych warunek
a-s=0. (4.33)

Wystarczajaca duza liczbe przebiegéw algorytmu pozwala na znalezienie ele-
mentu s.



4.6. MANIPULACJA PRAWDOPODOBIENSTWEM 67

4.6.2 Pomiar koncowy w algorytmie Shora

W przypadku algorytmu Shora, w wyniku wykonania procedury znajdowania
rzedu, otrzymujemy rozktad prawdopodobienstwa na pewnej grupie, ktérej ele-
menty sa reprezentowane za pomoca stanéw bazowych komputera kwantowego.
Przed pomiarem koﬁcowyrﬂ stan uktadu jest opisany wektorem

g—1q-1

6) = 23 3w la)la” mod N, (434)

=0 y=0

gdzie w = exp (227”)

Interesuje nas informacja zawarta w pierwszym rejestrze, gdyz odzwiercie-
dla ona okresowos¢ funkeji fo(z) = a” mod N.

Prawdopodobienstwo znalezienia ukladu w stanie |y) ® |dowolny_stan) wy-

nosi
-1

[}

P(ly)) = ) _P(y)li) (4.35)
i=1
Poniewaz dla u,v € Z,
q—1
((ul(Dlg) = D w™{uly)(v|a® mod N)
z,y=0
q—1
= Zwm(bmx mod N).
x=0

Rozpisujac wyrazenie [£.35] otrzymujemy

P(y) = ) _Plyle)

Poniewaz r jest okresem funkcji

(m*mod Nm*mod N) #0 < m®=m"mod N
& z=kr+ax,

2Mozna przyjaé, ze pomiar jest ostatnim krokiem algorytmu.
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gdzie k jest liczba calkowita z zakresu od 0 do L%J, ostatecznie otrzymujemy

2

~Q

P(ly)) = ig S Y wEHDudhmed N)|  (4.36)

T =1 k=0 peziirri<q}

r |(g—k)/r]

q—
_ %Z Z Z WD (el gk mod N (4.37)

Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze po pierwszym kroku procedury znajdowania
rzedu rozktad prawdopodobienstwa na przestrzeni stanéw komputera kwanto-
wego jest rozktadem jednostajnymEl Zastosowanie operacji unitarnej Uy, oraz
transformaty Fouriera powoduje taka zmiane amplitudy prawdopodobienstwa,
iz w efekcie stan ukladu przejdzie do ktéregos ze standéw uprzywilejowanych
przez periodyczno$é¢ funkcji f,. Podczas wykonania tych dwdoch operacji stan
uktadu kwantowego jest stanem splatanym.

Innymi stowy: periodycznosé¢ funkcji f, przejawi sie w periodycznosci funkcji
gestoséci prawdopodobienstwa na przestrzeni wynikéw otrzymywanych w eks-
perymencie.

Na ponizszych rysunkach przedstawione sg rozklady prawdopodobienstwa
uzyskane w wyniku symulacjiE przebiegu procedury znajdowania rzedu dla
wybranych liczb.

Ponizej zamieszczone sa wyniki dla liczby 15. Warto zwréci¢ uwage na zmia-
ny jakie nastepuja w rozkladzie prawdopodobienistwa gdy zmienimy ¢ dla ja-
kiego wykonywane sa obliczenia. Zwigkszenie ¢ powoduje, ze trudniej trafié
w wartos¢ dajaca informacje o rzedzie. Natomiast zmniejszenie tego parametru
powoduje rozmycie rozktadu prawdopodobienstwa. Zatem w tym drugim przy-
padku zwieksza sie prawdopodobienstwo otrzymania przypadkowej wartosci,
a co za tym idzie zmniejsza sie wydajnosé algorytmu.

-.
I

Przykladowe obliczenia

Najmniejsza liczba, jaka moze zosta¢ poddana kwantowej procedurze znajdowa-
nia rzedu jest liczba 15. Ponizej przedstawione sa wyniki obliczen wykonanych
przy uzyciu programu ShorProb.
Pomimo tego, ze liczba jest mata, caly algorytm jest réwnie skomplikowany jak
w przypadku wiekszych liczb.

Pierwsza seria dotyczy N = 15 i r = 4 oraz r = 2 przy czym obliczenia
przeprowadzane sa na Zgsg.

Obliczenia, ktérych wynikiem jest rozklad prawdopodobienstwa przedsta-
wiony na Rysunku[.10} zostaly przeprowadzone na Zq przy ¢ mniejszym od 256.
W tym wypadku ¢ = 64 na géornym wykresie, oraz ¢ = 128 na dolnym wykresie.

13W pierwszym rejestrze mamy superpozycje wszystkich stanéw bazowych.
Do zrealizowania takiej symulacji potrzebujemy znajomosci rzedu liczby a. Implementacja
w jezyku C++ funkcji realizujacej to zadanie jest zamieszczona w dodatku.
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Rysunek 4.9: Rozktad prawdopodobienstwa dla algorytmu znajdowania rzedu
dla N =15
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Rysunek 4.10: Wplyw zmiany ¢ na rozktad prawdopodobienistwa w algorytmie
Shora.
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Rysunek 4.11: Zaleznos¢ ujemnoéci od sktadu mieszanki statystycznej.

4.7 Stany mieszane

W ukladach fizycznych rzadko mamy mozliwoéé operowania bezposrednio na
stanach czystych. Duzym wyzwaniem dla rozwoju algorytmoéw kwantowych jest
opracowane metod operowania na stanach mieszanych. Waznym zagadnieniem
jest tez zbadanie zwiazku i wzajemnego wplywu korelacji klasycznych i kwan-
towych podczas ewolucji stanu komputera kwantowego.

Prostym przyktadem wpltywu tych dwoch rodzajéw korelacji jest wykonanie
bramki CNOT na stanie p(a) = %(]0@ +110)) (00| + (10]) + (1 — a)M (2),
gdzie M (2) jest stanem maksymalnie mieszanym ukladu dwéch qubitéw.

Zmiana stopnia splatania uktadu w stanie CNOT p(a)CNOT' w zaleznosci
od sktadu mieszanki statystycznej opisanego parametrem a pokazana jest na
Rysunku

Stan poczatkowy, jako mieszanka stanéw separowalnych, jest stanem sepa-
rowalnym. Wyraznie wida¢, ze dodanie stanu maksymalnie mieszanego, ktéry
odpowiada tu szumowi, powoduje obnizenie stopnia splatania.

Ujemnos¢ pozwala na obliczenia stopnia splatania stanéw mieszanych ukta-
dow dwusktadnikowych. W przypadku stanéw czystych zredukowana entropia
von Neumana jednoznacznie okresla, czy dany stan jest stanem separowalnym
— wowczas zredukowana macierz gestosci reprezentuje stan czysty i entropia
przyjmuje wartosé¢ zero. Natomiast dla standéw mieszanych jedynie w przypadku
uktadéw niskowymiarowych kryterium Peresa-Horodeckiego daje jednoznacz-
na odpowiedz na pytanie czy stan jest splatany. W zwiazku z tym ujemno$é
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pozwala ocenié, czy dany stan jest splatany jedynie dla tych uktadéw. Nato-
miast splatanie formacji nie moze by¢ obliczone dla ogdlnego przypadku stanu
mieszanego — znana jest jedynie formuta dla stanéw mieszanych uktadu dwoch
qubitéw [79].



Rozdziat 5

Znaczenie splatania

Splatanie jest obiektem zainteresowania ze wzgledu na konsekwencje, jakie nie-
sie ze soba wlaczenie tego typowo kwantowego fenomenu do zagadnien rozpa-
trywanych dotychczas bez odniesienia do ich fizycznego podtoza.

Wiadomo, iz nabycie umiejetnosci, operowania splataniem moze pozwoli¢
na zwigkszenie wydajno$¢ przesylania informacji. Jest to takze podstawa do
wykorzystania zjawiska teleportacji.

5.1 Modele maszyn kwantowych

Aby méwié o ztozonosci algorytmow kwantowych konieczne jest wprowadzenie
modelu komputera, ktéry moze je wykonywaé. Dotychczas powstaly dwa takie
modele:

— kwantowa maszyna Turinga
— obwody kwantowe

Oba te sformulowania pochodza z pracy [17] Davida Deutscha. W pracy [82]
pokazana zostala rownowaznos¢ mocy obliczeniowej tych dwdéch modeli.
Definicja kwantowej maszyny Turinga oméwiona jest w Rozdziale [6.1.4
natomiast obwody kwantowe zostaly czeSciowo omoéwione w Rozdziale przy
okazji opisu symulacji algorytméw kwantowych.
Moéwiac o przewadze komputeréw kwantowych nad komputerami klasycz-

?
nymi nie nalezy zapominaé, ze problem P # NP nie zostal dotychczas roz-
strzygniety. Nie wiadomo zatem czy nie istnieja algorytmy rozwiazujace pro-
?

blemy ,trudne” efektywnie. Zagadnienie P 7é NP jest réwnowazne zagadnieniu
znalezienia algorytmu symulowania niedeterministycznej maszyny Turinga na
maszynie deterministycznej, ktéry pracowalby w czasie wielomianowym. Nie
wiemy takze, czy nie istnieja efektywne sposoby symulowania efektéw kwan-
towych na maszynach klasycznych. Jednakze wszystko wskazuje, iz algorytmy
takie nie istnieja i, ze P # NP.

73
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Operacje kwantowej maszyny Turinga odbywaja sie na ogét na superpozycji
stanow bazowych. Jest to zasadnicza réznica w stosunku do modelu klasycznej
maszyny Turinga. Jezeli nalozymy na kwantowa maszyne Turinga ograniczenie,
aby na kazdym etapie jej ewolucji jej stan byl stanem bazowym, to otrzymamy
klasyczng maszyne Turinga dzialajaca w sposéb odwracalny.

Maszyny kwantowe moga by¢ przedstawione jako maszyny probabilistycz-
ne. Konstrukcja algorytmu kwantowego jest réwnowazna konstrukcji proba-
bilistycznej maszyny Turinga (algorytmu probabilistycznego). Poniewaz sta-
ny maszyny kwantowej sa zazwyczaj numerowane elementami pewnej grupy
G, algorytm probabilistyczny musi odtwarzaé¢ rozktad prawdopodobienstwa na
stanach przyporzadkowujac prawdopodobienstwa elementom grupy G.

Rozpatrywanie kwantowych maszyn ktére nie sg probabilistyczne — jest tak
wowcezas gdy w algorytmie nie wystepuje superpozycja standéw — powoduje, ze
model kwantowy sprowadza si¢ do klasycznej maszyny Turinga.

Widaé zatem, ze dwiema zasadniczymi cechami wyrdzniajacymi maszyny
kwantowe, sa:

1. dzialanie na superpozycji stanéw,
2. wytwarzanie pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.

Ich polaczenie pozwala na duze mozliwoséci operowania prawdopodobienstwem
poprzez wykorzystanie nielokalnosci operacji na superpozycji stanéw, czyli spla-
tania.

5.2 Kwantowa teoria zlozonosci

Algorytmy kwantowe sg przyktadem tego, ze model obliczen, ktéry wykorzy-
stuje kwantowa nature zjawisk przyrodniczych, wnosi nowe elementy do teorii
obliczen. Zadaniem kwantowej teorii ztozonoéé jest odpowiedz na pytanie, czy
elementy te sa jakosciowo nowe, i czy — co za tym idzie — komputery kwantowe
sg modelem o mocy obliczeniowej przekraczajacej mozliwosci maszyn klasycz-
nych.

Teoria ztozonoéci stara sie wyjasni¢ zwiazki pomiedzy klasami probleméw,
ktore mozna rozwiazaé w sposéb algorytmiczny. Probuje ona podaé¢ wystarcza-
jaco ogllne prawa dotyczace wydajnosci obliczen tak, aby obowigzywaly dla
jak najszerszej klasy problemoéw.

Najlepszym sposobem zrozumienia czym sg algorytmy, jest utozsamienie ich
z maszynami Turinga. Dany problem decyzyjny ma rozwiazanie, jezeli istnieje
maszyna Turinga, ktéra potrafi odpowiedzie¢ na postawione w nim pytanie
,Tak” lub ,Nie”. W tym ujeciu pojawiaja sie w sposob naturalny problemy
ktore nie maja rozwigzania, czyli problemy nierozstrzygalne. Mozemy réwniez
dokonaé¢ podziatu wszystkich mozliwych algorytmdw (probleméw)ﬂ na zbiory

LOkredlenia ,wszystkie mozliwe” nie nalezy traktowaé jako definicji, lecz jako prébe ujecia
jak najszerszej klasy probleméw.
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wedtug kryterium takiego, iz do jednego zbioru naleza te problemy ktére moga
by¢ rozstrzygniete w przyblizeniu w takim samym czasie.

Omawiany w Rozdziale [3.5 algorytm Shora jest bezposrednim dowodem na
to, ze komputer kwantowy moze pozwoli¢ na efektywne rozwigzywanie proble-
moéw uwazanych za trudne w modelu klasycznym. W zwigzku z tym jest ko-
nieczne zrewidowania dotychczasowych pogladéw na problem zlozonosci algo-
rytmow i przebudowanie teorii ztozonosci z uwzglednieniem informatyki kwan-
towej [13], B].

Formalnie wynik uzyskany przez Petera Shora moze by¢ sformutowany w po-
staci nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 11 Dla danej liczby naturalne; N, n = log N, istnieje obwaod
kwantowy zbudowany z O(n? logd(%)) bramek rozwigzujgcy problem faktoryzacyi
z dokladnoscig e.

Dotychczas najbardziej wydajny znany algorytm probabilistyczny rozwia-
zujacy problem faktoryzacji wymagal uzycia O(29V"1°8™) bramek.
Wyktadniczy zysk wydajnosci osiggany na maszynie kwantowej nie moze

by¢ jednak zwiekszony. Méwi o tym nastepujace

Twierdzenie 12 Dia kazdego obwodu S(n)-qubitowego ztozonego z T (n)-bramek,
istnieje klasyczny probabilistyczny obwod ztozZony z 0(25 (m)T(n)? logQ(%)) symulu-
jacy obwadd kwantowy z dokladnoscig €.

Okreslenie ,symulacja z doktadnosScig € oznacza, iz po dokonaniu pomiaru
w algorytmie kwantowym prawdopodobienstwo uzyskania kazdego z mozliwych
wynikow rézni sie od prawdopodobienstwa uzyskiwanego na klasycznej maszy-
nie probabilistycznej o co najwyzej €.

Podobnie, wynik uzyskiwany przez algorytm Grovera mozemy sformutowaé
w postaci twierdzenia

Twierdzenie 13 Problem wyszukiwania wsrod n elementow moze byé rozwig-
zany na komputerze kwantowym przy uzyciu obwodu zloZonego z O(y/nlog(1/e))

Takze w tym wypadku okazuje sie, iz rezultat uzyskany przez algorytm jest
optymalny [83]. Nie jest wiec mozliwe podanie algorytmu wyszukiwania dzia-
lajacego w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru przeszukiwanej bazy da-
nych.

Oznacza to, ze algorytmy kwantowe maja wyraznie ograniczone mozliwo-
Sci zwiekszania wydajnosci. Niemniej w obrebie probleméw, ktére moga byé
rozwigzane przez komputer kwantowy, lezy wiele interesujacych probleméw.

Dodatkowym argumentem przemawiajacym za wykorzystaniem maszyn kwan-
towych jest mozliwo$¢ przeprowadzania na nich efektywnych symulacji uktadéw
kwantowych. Jest to rezultat analogiczny do klasycznego twierdzenia o istnieniu
uniwersalnej maszyny Turinga. Konstrukcja kwantowej uniwersalnej maszyny
Turinga zostala przedstawiona w pracy [5].
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Majac do dyspozycji klasyczng maszyne Turinga mamy tylko jeden sposéb
aby dokona¢ symulacji maszyny probabilistycznej. Odtworzenie dziatania pro-
babilistycznej maszyny Turinga jest mozliwe poprzez wykonanie probkowania
po przestrzeni realizacji procesu obliczeniowego takiej maszyny.

Komputery kwantowe sa tworami — jak dotychczas teoretycznymi — kto-
re dysponuja nadzwyczajnymi mozliwodciami w zakresie manipulacji rozkta-
dem prawdopodobienstwa. Cech ta jest widoczna juz w przypadku najprost-
szej bramki kwantowej — bramki Hadamarda. Pozwala ona na wytworzenie
jednorodnego rozkladu prawdopodobienstwa na przestrzeni stanéw bazowych.
Wykonujac jedna operacje maszynowa uzyskujemy rozkitad prawdopodobien-
stwa. Aby rozklad ten byl rézny od rozktadu jednorodnego mozemy postuzyé
sie innymi bramkami.

Wyobrazmy sobie klasyczna maszyne probabilistyczng ktéra zwraca z row-
nym prawdopodobienstwem warto$¢ pewnej funkcji na 1 lub 0. Aby zbadaé
wartosci tej funkcji na maszynie klasycznej musimy wykonaé dwie préby. Na-
tomiast na maszynie kwantowej mozemy postuzy¢ sie bramka Hadamarda aby
uzyskaé rozktad prawdopodobienistwa, a nastepnie wykonaé operacje unitarna
odpowiadajac obliczeniu tej funkcji.

5.3 Kwantowe przesylanie informacji

Kolejnym obszarem, na ktéry wplyw moze mieé¢ zastosowanie w informatyce
praw mechaniki kwantowej, jest komunikacja i przesytanie informacji. Nowe
spojrzenie na przesylanie i kodowanie informacji daje nadzieje praktycznego
zastosowania w krotkim czasie protokotéw kwantowych.
Znaczenie splatania najwyrazniej wida¢ w dwoch przyktadach pokazujacych,
ze wykorzystanie splatania moze zwiekszy¢ wydajno$é przesytania informacji.
Zagadnienie teleportacji stanu — czy w ogélnosci zagadnienie przesylania
informacji — mozna sformutowaé jako zagadnienie obliczeniowe. W jezyku kla-
sycznych maszyn Turinga z wieloma ciggami przesylanie danych to kopiowanie
z jednej tasémy — wyrdznionej jako wejSciowa — na druga tasme — wyrézniona
jako wyjsciowa.

5.3.1 Geste kodowanie

Geste kodowanie (ang. dense coding) jest prostym przykladem potencjalnego
wykorzystania stanéw splatanych do efektywniejszego (niz w przypadku kla-
sycznym) przesylania informacji. Jak sama nazwa wskazuje, w tym wypadku
splatanie pozwala na wydajniejsze kodowanie symboli podczas przesylania in-
formacji.

Zalézmy, ze Ania i Bartek maja do dyspozycji stan splatany |¢4 ). Ania moze
wykonaé¢ na swoim poduktadzie jedna z operacji unitarnych reprezentowanych
przez macierze Pauliego
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1 0
4.0’Z—<0 _1).

Odpowiada to odpowiednio przejéciu w jeden ze stanow:

L |¢1) =1®I¢),
2. [thy) = 0 @|b4),
3. o) =0y @1|gy),
4. ¢-) = 0. @1|¢4).

Jezeli teraz Bartek dokona pomiaru stanu calosci w bazie {|¢+),|¢+)} jedno-
znacznie rozrézni operacje jaka wykonata Ania. Cata informacji jest tu zawarta
w korelacjach pomiedzy stanami qubitow Ani i Bartka. Zatem przestanie od
Ani do Bartka jednego qubitu umozliwia przestane dwéch bitéw informacji.

5.3.2 Teleportacja kwantowa

Mechanika kwantowa nie zezwala na dokonanie kopii nieznanego stanu — jest to
tredcia twierdzenie o nie-klonowaniu (ang. no-cloning theorem) [2]. Mozliwe jest
jednak przesytanie na odlegtos¢ doktadnej kopii nieznanego stanu kwantowego
|z), o ile dysponujemy kanalem kwantowym.

Zalézmy, ze Ania i Bartek maja do dyspozycji stan splatany |¢y). Aby
przestaé¢ dokladng kopie stanu |z) = «|0)+/3|1) Ania musi wykonaé nastepujace
kroki:

1. Utworzy¢ uklad w stanie |z)|¢™).

2. Dokonaé¢ pomiaru stany podukladu dwoch pierwszych qubitéw w bazie

{l¢x), [v) }-

3. Przesta¢ do Bartka kanatem klasycznym dwa bity opisujace jej pomiar
poprzez numer wektora bazowego.

Z kolei Bartek, aby odtworzy¢ stan |x), wykonuje nastepujaca operacje na
swoim poduktadzie, w zaleznosci od otrzymanej wiadomosci klasycznej:

L. ‘¢+> — 1
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2 ‘w-i-) — Og,
3 |¢*> - Uya
4. |p—) — o..

Przykladowo, jezeli Ania wybierze pomiar na stan |¢*), musi wykonaé¢ na-
stepujacy ciag operacji:

(le") (@™ @Dlx)e™) =
= %(!00><OO\®H+|00)<11]®H+\11>(00|®]I+]11><11\®H)|x>\¢>+>

= 2\1@(|00><00| ® Iz)[00) 4 [00)(11] @ I|z)[11) + |11)(00| ® I|x)|00) + [11)(11] @ I|z)|11))

W ten sposéb Bartek otrzymuje stan

1
m(ﬁ|001> + @|000) + |000) + B]111)) =

100)[x) + [11)]x)
2v2

czyli stan zostanie przeniesiony do rejestru Bartka. Przyktad obwodu kwanto-
wego realizujacego procedure teleportacji mozna znalezé w [20].

Teleportacja i geste kodowanie sa wzajemnie dopetniajacymi sie procedura-
mi. W pierwszym przypadku korzystamy ze splatania do przenoszenia standéw
przy wykorzystaniu informacji klasycznej, natomiast w drugim wykorzystujemy
splatanie do przesylania informacji klasycznej.




Rozdziat 6

Dodatek matematyczny

6.1 Maszyny Turinga

Wiadomosci na temat maszyn Turinga oraz teorii zlozonosci mozna znalezé
w [43, 14]. W [57] omawiane sa szczegblowo zagadnienia zwiazane z niedeter-
minizmem. Temat obliczenr odwracalnych podejmowany jest w [4], 23] [70].

6.1.1 Podstawy modelu

Maszyna Turinga dysponuje bardzo skromnymi srodkami obliczeniowymi, lecz
pomimo to potrafi wykonaé¢ wiele skomplikowanych zadan. Wszystkie operacje
maszyny wykonywane sg na tasmie, na ktorej znajduja sie symbole z pewnego
skonczonego zbioru X. Maszyna w jednym kroku moze pobraé¢ za pomoca czyt-
nika jeden symbol = € ¥ z tasmy, wykonaé (lub nie) ruch nad taéma i zmienié
stan wewnetrzny.

Definicja 22 Deterministyczng maszyng Turinga nazywamy czworke uporzqd-
kowang M = (K,X%,,s) zloZong z:

— skonczonego zbioru K standw zawierajgcego stan poczgtkowy s € K

— skoriczonego zbioru Y symboli (alfabetu) zawierajgcego symbol pusty LI
1 symbol koricowy <.

— Funkcji 6: K x ¥ — (K U{ stop”, ,tak”, ,nie”}) x ¥ x {«, —, —}

gdzie <, —, — oznaczajg odpowiednio ruch w prawo, w lewo © pozostanie na miej-
scu.

Najprostszym rozszerzeniem tego modelu jest dodanie mozliwosci operowania
na kilku ciagach danych — otrzymujemy woéwczas maszyne Turinga z wieloma
tasmami.

Poniewaz maszyna Turinga operuje na symbolach, najlepiej zadawaé jej
pytania dotyczace ciagdéw symboli. Oznaczmy przez (X\ {U})* zbiér wszystkich

79
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stéw nad X\ {U}, czyli skonczonych ciagéw elementéw zbioru 3. Dowolny jego
podzbiér L C (¥ \ {U})* nazywamy jezykiem.

Definicja 23 Mowimy, Ze maszyna M rozstrzyga jezyk L, jezeli na kazdym
stowie x € L maszyna zatrzymuge sie w stanie tak”, a na kaZdym stowie y ¢ L
maszyna zatrzymugje sie w stanie ,nie”. Jezeli jest spelniony tylko ten pierwszy
warunek to mowimy, ze maszyna rozpoznaje jezyk L.

Majac dany jakis problem decyzyjny chcemy wiedzieé jaki jest spodziewany
czas otrzymania rozwigzania. Aby wprowadzi¢ porzadek do zbioru wszystkich
probleméw decyzyjnych wprowadza sie klasy ztozonosci. Podzial ten zdumiewa-
jaco dobrze oddaje ztozonosé problemoéw obliczeniowych, z ktérymi spotykamy
si¢ w praktyce.

Dla x € L oznaczmy przez |z| ilos¢ elementéw ciagu x. Méwimy, ze ma-
szyna M dziala w czasie f(n), jezeli dla dowolnego stowa wejSciowego z czas
wymagany przez M jest réwny co najwyzej f(|z|). Zbiér TIME(f(z)) zawie-
ra te jezyki, ktére sa rozstrzygane przez deterministyczng maszyne Turinga
z wieloma ci@gamilﬂ w czasie ograniczonym przez f(z). W szczegblnosci

Definicja 24 Klasa P jest to zbior jezykow rozpoznawalnych przez determini-
styczng maszyne Turinga w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru stowa
wejsciowego.
P = | | TIME(z). (6.1)
ceN

Problemy z klasy P (ang. polynomial time) sa zwykle latwe do rozwiazania,
gdyz wymagaja niewielkiego naktadu $rodkow obliczeniowych. Oczywiscie moze
zdarzy¢ sie przypadek algorytmu o ztozonosci wielomianowej, ktéry pomimo to
ma w praktyce szybko rosnace WymaganiaE|7 ale takie przypadki sa rzadkie.

Przy rozpatrywaniu obliczen kwantowych przydatna jest jeszcze jedna de-
finicja
Definicja 25 Odwracalna maszyna Turinga jest to deterministyczna maszyna
Turinga, dla ktorej funkcja przejscia § jest rézZnowarto$ciowa.

6.1.2 Niedeterminizm

Aby ujaé¢ wazna klase probleméw decyzyjnych wprowadza sie do modelu ma-
szyny Turinga uogdlnienie zwigzane z niedeterminizmem.

Definicja 26 Niedeterministyczng maszyng Turinga nazywamy czworke upo-
rzagdkowang (K, X,~,s) okreslong tak jok w Definicji z tg roznicq, Ze od y
wymagamy jedynie by byla relacjq.

! Poniewaz maszyna Turinga z wieloma, ciggami moze by¢ symulowana przez maszyne z jed-
nym ciagiem z wielomianowa strata wydajnosci, przyjecie konkretnego modelu do okreslenia
ztozonosci nie wpltywa na jakosciowy podzial probleméw.

2Moze sie zdarzyé, ze algorytm ma ztozonosé O(nloo) i wéwczas takze nalezy do P.
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Od maszyny niedeterministycznej wymagamy mniejszej precyzji niz od maszy-
ny deterministyczne;j.

Definicja 27 Mowimy, Ze maszyna niedeterministyczna M rozstrzyga jezyk L,
jezeli istniejg takie stowa u,w € L, Ze na kazdym stowie x € L maszyna za-
trzymugje sie w konfiguracyi ( ,tak”, u,w).

Niedeterminizm jest obiektem duzego zainteresowania w teorii zlozonosci.
Jedna z najwazniejszych klas zlozonosci jest klasa NP (ang. nondeterministic
polynomial time).

Definicja 28 Klasa NP jest to zbior jezykow rozpoznawalnych przez niede-
terministyczng maszyne Turinga w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru
stowa wejsciowego. Definujgc zbior TIME(f(x)) jezykow, ktore sq rozstrzy-
gane przez niedeterministyczng maszyne Turinga z wieloma ciggami w czasie
ograniczonym przez f(x), mozemy zapisaé

NP = | NTIME(z°). (6.2)
ceN

Nieformalnie klasg NP okresla si¢ czasem jako zbiér probleméw decyzyj-
nych dla ktérych odpowiedz ,tak” moze byé¢ sprawdzona na deterministycznej
maszynie Turinga w czasie wielomianowym, pod warunkiem dostarczenia pew-
nej dodatkowej informacji.

Najwiekszym, wciaz nie rozstrzygnionym problemem teorii ztozonosci jest
pytanie czy P = NP.

6.1.3 Algorytmy losowe

Algorytmy losowe mozna opisa¢ modyfikujac sposéb w jaki stowo wejsciowe
jest akceptowane przez niedeterministyczna maszyne Turinga.

Niedeterministyczna maszyna Turinga M jest dokladna jezeli wszystkie jej
obliczenia na stowie x € L zatrzymuja sie po takiej samej, wielomianowej liczbie
krokéw. Zatézmy, ze maszyna ta wykonuje w kazdym kroku wyboru jednej
z dwoch mozliwosci ruchu.

Definicja 29 Maszyna M jest wielomianowq maszyng Turinga typu Monte
Carlo dla jezyka L, jezeli ma stowie wejSciowym x € L wykonuje ona za-
wsze poly(|z|) krokow, oraz conajmniej polowa obliczeri maszyny zatrzymugje sie
w stanie tak”, o tle x € L 1 wszystkie obliczenia zatrzymujg sie w stanie ,nie”,
oilex &l.

Oznacza to, iz maszyna Turinga typu Monte Carlo nigdy nie daje zlej odpowie-
dzi pozytywnej, ale z pewnym prawdopodobienstwem moze udzieli¢ falszywej
odpowiedzi negatywnej.
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Definicja 30 Klasa zlozonosci RP (ang. randomized polynomial time) zawie-
ra wszystkie jezyki, dla ktorych istnieje wielomianowa maszyna Turinga typu
Monte Carlo.

Klase RP N coRP oznaczamy przez ZPP (ang. zero probability of error).
Algorytmy tej klasy nazywane sa algorytmami Las Vegas. Do czasu publika-
cji [1] uwazano, ze problem PRIM E nalezy do ZPP.

Najszersze realistyczne ujecie pojecia obliczana daje nam jednak klasa BPP

Definicja 31 Klasa BPP zawiera wszystkie te jezyki L dla ktorych istnie-
je niedeterministyczna wielomianowa maszyna Turinga taka, Ze dla dowolnego
stowa wejsciowego T przynajmniej % s’cz’ez’e/ﬂ obliczen akceptuje x jezeli x € L
1 co majmniej % Sciezek obliczen odrzuca x jezeli x & L.

6.1.4 Kwantowa maszyna Turinga

Model kwantowej maszyny Turinga zostal po raz pierwszy przedstawiony w pra-
cy [17]. Kwantowa maszyna Turinga sklada sie z:

e Procesora: M 2-stanowych obserwabli {n;|i €z,, }.
e Pamieci: nieskonczonego ciagu 2-stanowych obserwabli {m;|i € Z}.

e Obserwabli x — adresu biezacej pozycji kursora.

Stan maszyny opisany jest wektorem [i(t)) = |x;ng, n1,...;m) w pewnej prze-
strzeni Hilberta H.
W chwili ¢ = 0 opisany jest on wektorem [¢(0)) = >, a,|0;0,...,0;...,0,0,0,...)
spelniajacym warunek
Z ]ai\Q =1.
7

Ewolucja kwantowej maszyny Turinga zadana jest poprzez operator unitar-
ny U dziatajacy na przestrzeni Hilberta H.

Klasyczna niedeterministyczna maszyna Turinga jest to maszyna kwantowa
ktorej stan w trakcie przebiegu ewolucji jest zawsze jednym ze standéw bazo-
wych.

Bardziej formalna definicja maszyny Turinga zostala podana w [5].

Definicja 32 Oznaczmy przez C zbior tych liczb zespolonych ¢ € C, dla ktorych
istnieje algorytm na deterministyczng maszyne Turinga, pozwalajgcy obliczyc
ich Re (¢) i Im (c) z dokladnosciq 5= w czasie wielomianowym wzgledem n.

Kwantowg maszyng Turinga nazywamy tréjke uporzadkowang (K,X,0), gdzie
K oraz ¥ sq okreslone identycznie jak w Definicji[29, a & jest odwzorowaniem

§: K x ¥ — CH IO (6.3)

3Liczba % moze by¢ tu zastgpiona dowolng liczbg z przedziatu (%, 1)



6.2. ENTROPIA I INFORMACJA 83

Odwracalne klasyczne maszyny Turinga sa szczegdlnym przypadkiem ma-
szyn kwantowych. Dlatego tez kwantowa maszyna Turinga jest zdolna do sy-
mulacji klasycznej maszyny Turinga.

Analogicznie do klas ztozonosci dla maszyn klasycznych mozna zdefiniowaé
klasy dla maszyn kwantowych. Najwazniejsza z nich to BQP.

Definicja 33 Klasa BQP zawiera wszystkie te jezyki L dla ktorych istnieje
kwantowa wielomianowa maszyna Turinga taka, ze dla dowolnego stow wejscio-
wego T przynajmnie) % Sciezek obliczen akceptuje xjezeli x € L i co najmniej %
Sciezek obliczen odrzuca c jezeli x & L.

Zaleznos¢ klasycznych i kwantowych klas zlozonos¢ wyraza nastepujace
Twierdzenie 14 Pomiedzy klasami probabilistycznymi zachodzi relacja.

BPP C BPP.

Dowdéd tego fakty mozna znalezé w [5].

6.2 Entropia i informacja

Bazujac na formalizmie macierzy gestosci mozna zbudowaé analogiczna do kla-
sycznej kwantowa teorie informacji [12]. W teorii informacji sformulowane;j
przez Claude’a Shanona podstawowym pojeciem jest entropia GibbsaE] okre-
slona na przestrzeni rozkltadéw prawdopodobienstwa. W sformutowaniu kwan-
towym jej miejsce zajmuje entropia von Neumana na przestrzeni stanéw uktadu
kwantowego.

6.2.1 Entropia Gibbsa-Shanona

Miarg informacji przekazywanej przez sygnal, w ktorym z prawdopodobien-
stwami py,...,p, Wystepuja znaki Ay,..., A,, jest entropia informacyjna [68]

Definicja 34 (Entropia informacyjna Gibbsa-Shanona)
n
H(p)=—> pilogpi. (6.4)
i=1

6.2.2 Entropia von Neumana

Odpowiednikiem entropii informacyjnej w fizyce kwantowej jest entropia von
Neumana

YW kontekscie teorii informacji entropia Gibbsa bywa nazywana entropia Gibbsa-Shanona,
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Definicja 35 (Entropia von Neumana)

S(p) = —Tr (p)logp. (6.5)

Jezeli rozpatrzymy diagonalna macierz gestoéci, to definicja ta sprowadza sie
do wyrazenia klasycznego.
Entropia von Neumana posiada kilka waznych wtasnosci:

1. Entropia jest nieujemna i jest rowna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy stan
jest czysty.

2. W n-wymiarowej przestrzeni Hilberta entropia osiaga maksimum dla sta-
nu maksymalnie mieszanego %]I i wynosi wéwczas log n.

3. Jezeli stan p ukladu zlozonego A+ B jest stanem czystym, to S(Tra (p)) =
S(Trp (p))-

Dowéd.
Wtasno$é [T] wynika z okreslenia funkeji S.

Wtlasnosé 2| udowadnia sie wykorzystujac kwantowa entropie wzgledna EL
dla ktérej stuszne jest

Twierdzenie 15 (Nieréwnosé Kleina) Kwantowa entropia wzgledna jest nie-
ujemna

Srel (p||0) >0, (66)

przy czym rowno$é zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy p = o

Na podstawie nieréwnosci mozemy dla dowolnego stanu p € S (H) za-
pisac:

0< Salpll ) = Te(() plogp) — Tr () plogTn)
= —S(p) —logn,

€O oznacza, ze

N S(p) <logn, (6.7)
PES(H)

gdzie n = dim H.

Z rozktadu Shmidta wynika, ze operatory zredukowane maja takie same
wartosci wlasne. Poniewaz entropia von Neumana jest okreslona poprzez widmo
operatora gestosci, otrzymujemy wlasnosé[3|

5Definicja na stronie
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6.3 Wiadomosci z teorii liczb

Zebrane tutaj wiadomosci na temat teorii liczb i zwigzanych z nig algorytmoéw
mozna znalezé¢ w [52] [73]. Najlepiej znane algorytmy faktoryzacji sa przedsta-
wione w artykule przegladowym [50]. Dyskusja wynikéw z teorii liczb wykorzy-
stanych w algorytmie szybkiej faktoryzacji znajduje sie w [21].

6.3.1 Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 16 (Podstawowe Twierdzenie Arytmetyki) Kazda liczba na-
turalna n moze byc przedstawiona w postaci iloczynu poteg liczb pierwszych

k1, k k
n=pi'py...p",
1 rozktad ten jest jednoznaczny z dokladnoscig do porzedku czynnikow.

Twierdzenie 17 (Male twierdzenie Fermata) Jezelip jest liczbg pierwszq
oraz ged(a,p) =1, to
aP~! = 1(mod p).

Okreslamy funkcje ¢-Eulera ¢(a) jako moc zbioru liczb catkowitych dodatnich
mniejszych od a, wzglednie pierwszych z a.

Definicja 36
¢(a) = {zreN|ged(z,a) =1z <a}.
Ponizsze twierdzenie stanowi uogélnienie matego twierdzenia Fermata.
Twierdzenie 18 (Eulera) Jezeli ged(a,b) =1 to
a®® = 1(mod p). (6.8)

Wykonanie algorytmu Simona dla maski niezmienniczosci wzgledem sumy
modulo 2 wymaga rozwigzania uktadu rownan.

Twierdzenie 19 (Chinskie twierdzenie o resztach) Jezeli liczby my, ma,. ..
sq parami wzglednie pierwsze, to ukiad réownan

a1 mod my

= asmod my
r = ap,modm,
ma wowczas jednoznaczne rozwigzanie zadane wzorem

T = (a1N1M1 + asNoMs + ...+ CLQNnMn) mod M, (69)

gdzie M = mims...m,, M; =2 N; = M " mod m;.
1

7m7’L
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6.3.2 Algorytm Euklidesa

Znany od przeszto 2000 lat algorytm Euklidesa pozwala na sprawdzenie czy
dane dwie liczby catkowite sa wzglednie pierwsze.

Ponizsza implementacja w jezyku C jest oparta na fakcie, iz ged(a,b) =
ged(a — b,b). Pozwala to na rekurencyjne wywolanie funkcji.

Listing 6.1: Przyklad implementacji algorytmu Euklidesa

#include <stdio.h>
int ged(int a, int b);
main (int argc ,char sxargv|[]){

int x;

int a,b;

if (arge!=3) {
printf("Za malo argumentow");
return(1);

}

a=atoi(argv [1]);
b=atoi(argv[2]);

x=gcd (a,b);
printf("%d\n" ,x);
return (0);

int ged(int a, int b){
int wynik;

if (b==0) wynik=a;

else if (b>a)
wynik=gcd(b,a);

else wynik=gcd (a—b,b);

return wynik;

6.3.3 Efektywne testowanie liczb pierwszych

W roku 2002 jednym z najciekawszych doniesien z zakresu teorii liczb byto opu-
blikowanie w sierpniu deterministycznego, efektywnego algorytmu pozwalaja-
cego na rozstrzygniecie, czy zadana liczba jest liczba pierwsza czy ztozona [I].
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Dotychczas najbardziej efektywne algorytmy testowania pierwszosci byty
algorytmami probabilistycznymi. Przyktadowo w programie Mathematica od
wersji 2.2, funkcja PrimeQ wykorzystuje efektywny, probabilistyczny algorytm
Rabina-Millera.

Udowodniono, ze ztozonoéé nowego algorytmu wynosi O(In'2n) przy testo-
waniu liczby n. Jednak pewne przypuszczenia pozwalaja na oszacowanie tego
ograniczenia na O(Inn), i prawdopodobnie uda si¢ je zredukowaé do O(In3n).

W zwiazku z mozliwoscig efektywnego testowania, zaczeto oczekiwaé efek-
tywnego algorytmu pozwalajacego na faktoryzacje.

6.3.4 Utlamki laicuchowe

Utamki tancuchowe [52] pozwalaja na przyblizanie liczb niewymiernych za po-
mocyg liczb wymiernych.

Definicja 37 Jezeliay,...,a, > 0 to skoriczony cigg liczb rzeczywistych (ag; a1, . . .

nazywamy ulamkiem {ancuchowym.

Liczbe
1
ap + 1 (610)
al +
' 1
a + ———
nazywamy wartoscia utamka (ag; a1, ..., a,) i oznaczamy ja przez [ag; a1, . . . , Gy

Twierdzenie 20 Kazda liczba wymierna a jest wartoscig dwoch utamkéw tan-
cuchowych skoriczonych {(ap;ai, ..., an) oraz {ap;ay,...,a,). Do obliczenia roz-
winiecia liczby a w postact utamka cigglego stuzy nastepujgca relacja rekuren-
cyjna
1
ap = a,Qpy] = ——
ag — o]
ap = [Oék] .

Program na Listingu [6.2] pozwala na obliczenie rozwiniecia zadanej liczby na
utamek tancuchowy.

Listing 6.2: Program obliczajacy rozwinigcie liczby na utamek tancuchowy

#include <cmath>
#include <iostream>
using namespace std;

int main(int argc, char xargv|[]){
float war;
int dl;
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float xalpha;

long *wynik;

cout << "Podaj wartosc:\t";

cin >> war;

cout << "Podaj dlugosc rozwiniecia:\t";
cin >> dl;

alpha = new float [dl];

wynik = new long[dl];

alpha[0] = war;

wynik [0] = (long) floor (alpha[0]);

for (int i=1;i<dl;i++){

alpha|[i] = 1/(alpha[i—1]—wynik[i —1]);
wynik[i] = (long) floor (alpha[i]);

}

cout << war << " = [";

for (int i=0;i<dl;i++){
cout << wynik[i] << " ";

}

cout << "1";

delete alpha;
delete wynik;
return (0);

6.3.5 Faktoryzacja a znajdowanie rzedu

Wiadomo, ze zagadnienie znalezienia dzielnika liczby N mozna rozwiazaé, jeze-
li mozna rozwiaza¢ zagadnienie znajdowania rzedu elementu m spelniajacego
warunek ged(m, N) = 1 (tj. wzglednie pierwszego z N) w grupie (Zy,-). Fakt
ten jest wykorzystywany w konstrukcji kwantowego algorytmu Shora.
Oznaczmy ordy(a) = r. Jezeli r jest liczba parzysta, to mozemy zapisaé

(" —1) = (a2 +1)(az — 1) = 0(mod N). (6.11)

Poniewaz liczba N dzieli a” — 1, musi ona mie¢ wspdélne dzielniki badz z az+
1, badz z az — 1. Wykorzystujac algorytm Euklidesa mozemy otrzymaé te
dzielniki, o ile N nie dzieli obu tych liczb.

N nie moze dzieli¢ a2 —1 na mocy definicji rzedu. Okazuje sig, ze dla losowo
dobranego a prawdopodobienstwo koniunkcji

2 Jr = ord A (a)a® # —1(mod N) (6.12)

Wynosi co najmniej % [31].
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6.3.6 Logarytmy dyskretne

Logarytmy dyskretne stanowia podstawe algorytmu Diffie-Hellman wymiany
klucza. Algorytm ten jest algorytmem publicznym i bazuje on na zalozeniu,
ze logarytmy dyskretne sa trudne do obliczenia, szczegdlnie dla pewnych grup.
Sposéb wymiany klucza za pomoca tego protokotu zostal przedstawiony w Roz-

dziale [6.6.2]

Definicja 38 Niech G bedzie grupg. Dla elementu g € G n-tg potegq dyskretng
g nazywamy element g-g-...-g.
—_—

n—razy

Operacja odwrotna polega na znalezieniu wykltadnika n, jezeli znamy h = g™
oraz g.

Definicja 39 Logarytmem dyskretnym liczby h w grupie G przy podstawie g
nazywamy liczbe n takq, Ze

g" = h(mod p).

Zazwyczaj n spelnia warunek 0 < n < |(g)|. Jezeli grupa jest cykliczna, a g jest
jej generatorem, to oznaczajac n = logy h otrzymujemy tozsamosc

log,(h1 + hg) = log, h1 +1log, ha  (mod |G]).

Przyktadem grup cyklicznych sa grupy (Z,, -) dla p bedacej liczba pierwsza.

6.4 Transformata Fouriera

6.4.1 Konstrukcja transformaty Fouriera

Przedstawiona tutaj konstrukcje transformaty Fouriera na grupie abelowej moz-
na znalez¢ w [31] oraz w [44], 37].

Niech G bedzie skonczona grupa abelowa. Szukamy zupelnego ortogonalne-
go ukladu w przestrzeni funkcji zespolonych na G. Mozemy go uzyskaé wyko-
rzystujac charaktery reprezentacji nieredukowalnych. Poniewaz dla grup abe-
lowych wszystkie reprezentacje nieredukowalne sa jednowymiarowe, mozemy
przyjaé¢ nastepujaca definicje:

Definicja 40 Charakterem na grupie G nazywamy funkcje x : G — C\ {0}
spelniajgcq warunek x (g1 + g2) = x(91)x(g2)

Mozna zanotowaé nastepujace wlasnosci charakteréw
1. x(0) = 1.

2. x(9)™ = x(ng) gdzie n = |G| to rzad grupy. Zatem wartosci charakteréw
sg pierwiastkami z jednodci.
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3. Charaktery tworza grupe wzgledem dziatania x1x2(g) = x1(9)x2(g). Gru-
pe te nazywamy grupa dualna i oznaczamy przez G.

Dla dowolnej grupy abelowej zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 21 Niech G = G1 @ ... ® G, bedzie rozkladem grupy abelo-
wej G na sume prostqg jej podgrup cyklicznych. Wowcezas G ~ G oraz x(g9) =

x1(91) - - Xm(9m)-

2imxy

Przyktad 1 Dla grupy Z, definiujemy x,(x) =e n

W przestrzeni funkcji zespolonych na skonczonej grupie abelowej G charaktery
tworza baze ortogonalna. Mozemy tatwo wprowadzié¢ baze ortonormalna

1
B; = —x;
NG

Woéwezas dowolna funkcja f: G — C ma rozwiniecie w tej bazie

1 =
= % ; fixi
To prowadzi do nastepujacej definicji transformaty Fouriera

Definicja 41 Transformatq Fouriera funkcji f : G — C nazywamy odwzoro-
wanie f: G — C zdefiniowane wzorami

flo) = Fi
Poniewaz (B;|f) = f; mozemy zapisa¢

n

fgi) = 7n > filgr)xi (ar) (6.13)

k=1

Przyktad 2 Charaktery grupy B™ majq postac xy(x) = (=1)*Y. Zatem trans-
formata Fouriera na tej grupie to

~ 1 .
flz) = \/Q—mygn(—l) Yf(y)

Transformata Fouriera na B™ jest nazywana transformata Walsha-Hadamarda.
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6.4.2 Periodycznosé

Ponizszy przyktad ilustruje, w jaki sposéb transformata Fouriera pozwala na

wydobycie informacji na temat periodycznoéci funkcji. Wlasnosé ta jest wyko-

rzystywana przy konstrukcji kwantowych algorytmoéow ukrytej podgrupy.
Niech f: G — C spelnia warunek \/ . A e f(9 +p) = f(g). Wowezas

Flo) = ;ﬁ;ﬂgk)xz(m
- \}ﬁZf(gkﬂLp)Xf(gﬂrp—p)

= Xi(-p fo (9x + P)X; (9: + D)
= X (-p)fg)-

Poniewaz x(—g) = x*(g) implikuje to, iz f(gl) =0, o ile x;(p) # 1.

Przyktad 3 Powyisze rozwazania dla grupy Z, prowadzqg do réwnosci

2iTxp -~

fla)=e " J(a)

Oznacza to iz f(m) —0o0ilee %
podzielne prze n. Jezeli dodatkowo ged(p,n) = 1, to jedyna mozliwo$é, zeby n
dzielito xp zachodzi, gdy x jest podzielne przez n.

Praktycznym zastosowaniem wtasciwosci transformaty Fouriera jest odzy-
skanie informacji na temat okresu z zakléconych danych [78].
Niech dana bedzie tablica danych data zawierajaca wartosci funkcji okreso-
wej z dodanym szumem losowym, generowanym w tym przypadku przy uzyciu
funkcji Random [] dostepnej w pakiecie Mathematica. Oryginalny sygnat zadany

UMM, - s,

Rysunek 6.1: Dziatanie DFT. Dane oryginalne i dane z szumem

funkcja sin(?’oggg‘ Tn) oraz dane znieksztalcone zobrazowane sa na Rysunku
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= N W s 0oy

Rysunek 6.2: Odczytanie periodycznosci przy pomocy DFT

Dyskretna transformata Fouriera sygnalu zakléconego przedstawiona jest na
Rysunku [6.2]

Silne maksima dla n = 31 oraz dla n = 201 — 30 na Rysunku pozwalaja
odczytaé czestotliwo$é oryginalnego sygnatu.

6.4.3 Algorytm FFT

Algorytm szybkiej transformaty Fouriera (ang. fast Fourier transform) zostal
rozpowszechniony w polowie lat szesédziesigtych dzieki pracom J. W. Cooleya
i J. W. Tukeya, wiadomo jednak, ze poczatki tego algorytmu siegaja prac
C. F. Gaussa z roku 1805. Konstrukcje algorytmu FFT mozna znalezé w [61],
a omo6wienie znaczenia w kontekscie teorii grup w [46].

Dyskretna transformata Fouriera wektora danych a = (ag,...,an,—1) € C"
to wektor a € C" o wspdlrzednych (ao, ..., an—1), zadanych wzorami
n—1
&k:ijkaj, k=0,...,n—1, (6.14)
§=0

gdzie w = exp (217”), a czynnik % zostal pominiet

Zatem otrzymanie wektora a odpowiada wymnozeniu wektora wejsciowego
przez macierz zespolong nxn o elementach My, ; = w*. Mnozenie takie wymaga
n? operacji na liczbach zespolonych, czyli zlozonoéé czasowa algorytmu wynosi
O(n?) i jest wykladnicza wzgledem rozmiaru danych.

Przyjmijmyﬂ ze n = 2™ dla pewnego m € N. Mozemy wéwczas zastoso-

waé procedure polegajaca na podzieleniu szeregu [6.14] na dwa szeregi zlozone

SW zaleznosci od zastosowan istnieja rézne konwencje dotyczace czynnika normalizacyjne-
go [6].

"Mozliwe jest zdefiniowanie algorytmu FFT dla innych rozmiaréw danych, ale najlepiej
sprawdza si¢ on dla liczb bedacych potega dwdjki.
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z wyrazéw o numerach parzystych i nieparzystych.

n—1 n/2—1 n/2—1
E uﬂkaj = E ngkagj + E wk(2]+1)a2j+1
=0 =0 =0
2—1 2—1
n ik il omi(2j + 1)k
= E exp a2j+ E eXp | — a2;5+1
- n - n
J=0 J=0
2— 2—1
”/Zl 2mighY k”/z omijk
= ex — ) A9; w ex —_— agq

= af + g

przy czym aj, i aj oznaczaja k-te sktadowe wektoréw otrzymanych poprzez
przetransformowanie wektoréow o dlugosci n/2, ztozonych odpowiednio ze skla-
dowych wektora @ o numerach parzystych (ang. even) i nieparzystych (ang.
odd) odpowiednio.

Stosujac ten podzial rekurencyjnie otrzymujemy w ostatnim kroku trans-
formate jednopunktowsg

~ 00€0...00e0
ay, =fu, k=0,...,n—1

dla pewnego z € {0,...,n — 1}. Warto$¢ x otrzymujemy podstawiajac odpo-
wiednio e = 0 oraz o = 1 i odwracajac kolejnosé cyfr binarnych w otrzymanym
ciggu.

Przyktad 4 Niech a = (ap, a1, a2,a3). Wowczas w =i oraz

A~

ap = @Z—kasz

ase +whago + whade + wado

= ag+ wkag + wkal + w%ag
Dla a = (1,0,0,0) dostajemy

a=(1,1,1,1)

Przykladowa implementacje opisanej procedury w jezyku C mozna znalezé
w [61].

Wykonanie szybkiej transformaty Fouriera jest zagadnieniem kluczowym
dla wielu zagadnien [0] z dziedzin takich jak cyfrowa obrébka dzwieku czy
przetwarzanie obrazéw. Zadanie stworzenia biblioteki funkcji potrzebnych do
jak najlepszego wykorzystania potencjalu maszyny podczas wykonywania tej
transformaty wymaga indywidualnego podejécia dla réznych typéw proceso-
réw [24].
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6.5 Problem ukrytej podgrupy
Opis algorytméw Simona i Shora w jezyku teorii grup mozna znalezé w [44].

Definicja 42 Mdéwimy, Ze odwzorowanie ¢: G — A ma strukture ukrytej pod-
grupy, jezeli istnieje podgrupa K, grupy G (nazywana ukrytq podgrupg) oraz
injekcja 1, G/K, — A (nazywana ukrytq injekcjq) takq, Ze poniiszy diagram
komutuje.

G—— A

gdzie v: G — G/K, jest naturalnym odwzorowaniem grupy G na zbior warstw
prawostronnych.

Problem ukrytej podgrupy formuluje sie w nastepujacy sposob:

Majac dane odwzorowanie p: G — A o strukturze ukrytej podgrupy,
znajdz ukryta podgrupe K, grupy G.

Algorytm rozwiazujacy ten problem nazywamy algorytmem ukrytej pod-
grupy (ang. hidden subgroup algorithm — HSA)

Realizacja algorytmu ukrytej podgrupy na komputerze kwantowym iden-
tyfikujemy elementy grupy G oraz zbioru A z elementami baz ortogonalnych
w przestrzeniach Hilberta Hg oraz H. Funkcja ¢ jest przedstawiana za pomoca
transformacji unitarnej U, dzialajacej na przestrzeni Hg ® H 4 w nastepujacy
sposéb

Uglale) = |a)l(a))

gdzie e jest elementem neutralnym grupy G.

6.6 Wybrane protokoly kryptograficzne

Najwieksze zainteresowanie algorytmami kwantowymi zwigzane jest z poten-
cjalng mozliwosciag lamania za ich pomoca szyfrow. Ponizej przedstawione sg
dwa protokoty kryptograficzne czesto spotykane przy okazji omawiania poten-
cjalnych zastosowan algorytmu Shora. Wiecej wiadomo$ci na temat zastosowan
kryptografii i jej podstaw matematycznych mozna znalezé w [42]. W [64] mozna
znalez¢ przyktady implementacji niektorych z metod kryptograficznych.

6.6.1 Algorytm RSA

W tym podrozdziale opisany jest algorytm tworzenia klucza, szyfrowania oraz
deszyfrowania w systemie RSA. Procedura tworzenia podpisu cyfrowego jest
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identyczna z deszyfrowaniem, a weryfikacja jest identyczna z szyfrowaniem.
Prostota i przejrzystosé tych funkcji sa niewatpliwymi zaletami tego systemu.

System RSA zostal opracowany w 1977 w Massachusetts Institute of Tech-
nologyl. Nazwa pochodzi od nazwisk jego tworcéw: Rona Rivesta, Adi Shamira
oraz Lena Adlemana. Jest on podstawa wielu systemow bezpiecznej komunika-
cji — miedzy innymi opisanych w [59] 56l 26]. Dostepny jest pakiet funkcji dla
programu Mathematica [38] pozwalajacy na operowanie algorytmem RSA.

Pierwszy etap algorytmu konczy sie wygenerowaniem pary kluczy — klucza
publicznego i klucza prywatnego.

1. Tworzenie klucza

(a) Wygeneruj dwie (rézne) liczby pierwsze p oraz ¢ i oblicz ich iloraz
N =pq.

(b) Oblicz funkcje Eulera ¢(N), m = ¢(N) = ¢(pq) = (p —1)(g — 1)
(c) Znajdz losowa liczbe e spelniajaca warunek ged(e,m) =1
(d) Oblicz d taka, ze ed = 1(mod m) czyli d = e~!(mod m)

)

Para (d, N) stanowi klucz prywatny, natomiast para (e, V) moze by¢
publicznie ogloszona i uzyta do szyfrowania.

2. Szyfrwanie polega na wykonaniu dziatania

(a) Dana wiadomo$é M podziel na bloki M; majace jednoznaczna re-
prezentacje mod N

(b) Oblicz C; = Mf(mod N)
3. Deszyfrowanie

(a) Oblicz D; = C%(mod N).
Poniewaz D; = C4 = (M£)? = M2 (mod N) = M ™) dla pew-
nej liczby k£ € N. Na podstawie twierdzenia Eulera wnioskujemy
o poprawnosci deszyfrowania.

6.6.2 Protokol Diffiego-Hellmana ustalania klucza

Protokot Diffiego-Hellmana ustalania klucza zostat opublikowany w 1976 roku.
Moze on stuzy¢ do transmisji klucza przez niezabezpieczony kanal bez jakiej-
kolwiek wczeéniejszej wymiany tajnych danych.

Powiedzmy ze Ania i Bartek chca ustali¢ klucz ktorego beda uzywali do szy-
frowania transmisji pomiedzy soba. Aby wykorzystaé do tego protokét Diffiego-
Hellmana musza oni wykonaé nastepujace kroki:

1. Ustali¢ liczbe pierwsza p oraz generator g grupy Z,.

2. Wygenerowad losowe liczby a dla Ani i b dla Bartka, przy czym 1 < a,b <
p — 2. Sa to ich klucze prywatne.
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3. Wygenerowaé klucze publiczne ¢%( mod p) dla Ani i g°(mod p) dla Bart-
ka.

4. Przestaé sobie nawzajem wartosci kluczy publicznych.

5. Obie strony uzyskuja w ten sposéb liczbe k = (¢%)® = (g*)* = (¢?*(mod p)).

Protokot ten bazuje na zalozeniu, iz nie jest zadaniem tatwym obliczenie
g™ gdy znane sg jedynie liczby ¢® oraz ¢°. Jezeli logarytmy dyskretne moga
by¢ tatwo obliczane, to zalozenie to nie jest spelnione. Otwartym problemem
jest natomiast pytanie, czy prawdziwa jest implikacja w druga strone.
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Oprogramowanie

W ciagu ostatnich lat powstato wiele programéw stuzacych do symulacji pracy
maszyn kwantowych. Ponizej opisane sa dwa przyktady — jezyk programowania
QCL oraz pakiet QuCalc. Wiecej informacji na temat dostepnego oprogramo-
wania mozna znalez¢ w [74].

7.1 Pakiet QuCalc

Obliczenia wykonane w ramach tej pracy zostaly wykonane z wykorzystaniem
pakietu QuCalc. Jest to biblioteka funkcji przeznaczonych dla programu Mathe-
matica w wersji 4 lub wyzszej. Pakiet zostal stworzony przez Paula Dumais’a
w Laboratorium Informatyki Teoretycznej i Kwantowej Uniwersytetu w Mont-
realu. Informacje o nowych wersjach oraz przyklady wykorzystania pakietu
znalez¢ mozna w [20]

7.1.1 Typy danych i funkcje dostepne w pakiecie

Ponizej wymienione sa najistotniejsze funkcje udostepniane przez pakiet QuCalc.
Pozwalaja one na operowanie abstrakcyjnymi typami danych wykorzystywany-
mi w mechanice kwantowej.

Typy danych
1. ens - zespot statystyczny
2. ket - stan czysty
3. schmidt - rozklad Schmidta stanu czystego uktadu dwusktadnikowego
4. state - macierz gestosci,
5. supop - superooperator,

6. unit - operacja unitarna,

97
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7. sqo - (ang. selective quantum operation) struktura danych pozwalajaca
na reprezentowanie superoperatoréw oraz miar spektralnych.

Wszystkim wymienionym powyzej typom danych, za wyjatkiem typu schmidt,
odpowiadaja funkcje nazwa-typuQ sprawdzajace czy dany obiekt jest odpowied-
niego typu.

Funkcje
1. entropylq] - oblicza entropie von Neumana stanu ¢

2. trout [k, 1, m] - operacja wykonania $ladu czesciowego wzgledem prze-
strzeni Hilberta o wymiarze 1 pomiedzy dwiema przestrzeniami Hilberta
o wymiarach k i m. Dzialanie tej funkcji ilustruje ponizszy przyktad:

In[l]:= trout[2, 2, 1].ket["00"]
Out[1]:= {{1,0},{0,0}}

3. fgate[m, n, f] - zwraca obiekt typu unit odpowiadajacy transformacji
unitarnej na m + n qubitach, ktora jest rownowazna funkcji f: 2" — 2"

4. gate[m, f] - zwraca obiekt typu unit odpowiadajacy transformacji uni-
tarnej odpowiadajacej funkcji m-bitowej f.

agi
Pozostale funkcje pakietu to miedzy innymi

anc band bits block
bnot bor bscal bxor
circuit cycle ctrl dag
dotexp eigen eigenVal eigenVect
fidelity fourier unvec vec

id kron krondiv swap

kronexp ktrl lvNorm 1lvProd
maxmix phase randomUnit rotx
roty rotz

Pozwalaja one na zapis dowolnego uktadu bramek.

State Wsrdd predefiniowanych statych pakietu QuCal znalezé mozna najcze-
Sciej wykorzystywane w mechanice kwantowej stany oraz operacje.

1. Stale typu ket
(a) phim, phip, psim, psip - stany Bella

2. Stale typu unit
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) cnot - bramka CNOT
) knot - bramka CNOT !
(¢) not - bramka NOT};
) sigx, sigy, sigz - macierze Pauliego
)

wh - transformata Walsha-Hadamarda
3. Inne stale

(a) mm - stala typu supop odpowiadajaca pomiarowi w bazie {|0),|1)}

(b) mmm - stala typu sqo odpowiadajaca pomiarowi w bazie {|0), |1)}

7.1.2 Funkcje dodatkowe

Na stronie internetowej [48] znajduje sie¢ pakiet zawierajacy zaimplementowane
w jezyku programu Mathematica funkcje pozwalajace na obliczanie dwéch miar
splatania — ujemnosci oraz zredukowanej entropii von Neumana. Zostaly one
oparte na funkcjach pakietu QuCalc oraz standardowych funkcjach dostepnych
w programie Mathematica. Wykorzystanie tych funkcji jest mozliwe poprzez
zaladowanie pakietu Entanglement.

In[1]:= <<Entanglement *
Pakiet dostarcza jedynie podstawowych definicji pomocniczych

baseKet [x_,d_]

stateToMatrix [x_, w_]

partTransA [x_state , dl_Integer , d2_Integer ]
pureEntanglement [wl _Integer ,w2 _Integer , ket _ket ]

oraz dwoch definicji pozwalajacych na obliczanie miar splatania

pureEntanglement [wl_Integer ,w2_Integer , ket _ket |
negativ [x_state ,d1_Integer , d2_Integer ]

Parametry caltkowite zaczynajace si¢ od w odpowiadaja wymiarowi przestrzeni,
a zaczynajace sie od d — liczbie qubitéw. Wiecej informacji mozna uzyskaé
wpisujac polecenie

In[2]:= 7?Entanglement

7.2 Jezyk programowania QCL

Jezyk programowania komputeréw kwantowych (ang. Quantum Computer Lan-
guage) zostal stworzony przez Bernarda Omera [55] na Politechnice Wieden-
skiej. W sklad pakietu wchodzi symulator komputera kwantowego (biblioteka
libqc) oraz interpreter jezyka QCL. Calo$é dostepna jest w postaci zrodlowej
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lub jako pakiet binarny. Powstaly takze wersje interpretera dzialajace w sys-
temie Microsoft Windows [80] oraz [47] oraz symulator wspolpracujacy za po-
srednictwem sieci z interpreterem QCL i pozwalajacy na wizualna generacje
programéw w jezyku QCL [25].

Jezyk QCL pozwala na zapis operacji kwantowych w postaci zaczerpnietej
z jezyka C. Posiada on takie znane z C elementy jak: instrukcja warunkowa
if...then oraz petla for. Umozliwia wykonywanie procedur klasycznych (do-
dawanie, potegowanie) oraz kwantowych (bramka CNOT, bramka Hadamar-
da). Dostepna jest napisana w QCL-u biblioteka obejmujaca miedzy innymi
algorytm faktoryzacji oraz algorytm wyszukiwania.

Na Listingu[7.I]zamieszczony jest fragment kodu Zrédlowego w jezyku QCL.
Program ten realizuje kwantowa transformate Fouriera. Jest to wersja proce-
dury QFT rozprowadzana wraz z pakietem QCL.

Listing 7.1: Przyktad programu w jezyku QCL

// Author: Bernhard mer
// Reindorfgasse 35/1/5
// A—1150 Wien

// AUSTRIA

// e—mail: oemer@tph.tuwien.ac.at
// pseudo classic operator to swap bit order

cond qufunct flip (qureg q) {
int i; // declare loop counter
for i=0 to #q/2—-1{ // swap 2 symetric bits
Swap(q[i],q[#a-i—1]);
}
}

// discrete Fourier transform (Coppersmith)

operator dft(qureg q) { // main operator
const n=#q; // set n to length of input
int i; int j; // declare loop counters
for i=1to n {
for j=1to i—1{ // apply conditional phase gates
V(pi/2°(i—j),a[n-i] & q[n-j]);

// } if q[n=i] and q[n—j] { Phase(pi/27(i—j)); }
}H(q[n—i]); // qubit rotation
flip (q); // swap bit order of the output

}
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Przedstawiony program wykorzystuje funkcje H() odpowiadajaca wykona-
niu bramki Walsha—HadamardaE na jednym lub wielu qubitach.

7.3 Program ShorProb

W Rozdziale przedstawione sg rozklady prawdopodobienstwa uzyskiwane
w trakcie procedury znajdowania rzedu. Zostaly one uzyskane przy uzyciu pro-
gramu ShorProb, ktérego zrédla zamieszczone sa na stronie internetowej [48].

Na Listingu zamieszczony jest kod Zrédlowy programu. Implementuje
on funkcje pozwalajaca na numeryczne obliczanie wyrazenia na rozktad praw-
dopodobiefistwa otrzymanego po wykonaniu pomiaru koncowego w algorytmie
Shora.

Listing 7.2: Program ShorProb

#include <string.h>
#include <fstream .h>
#include <iostream .h>
#include <stdio.h>
#include <unistd .h>

#include <cln/cln . h>
using namespace cln;

// stale potrzebne do wszystkich obliczen
const cl_.F Pi = pi();
const cI_N I = complex(0,1.);

int main(int argc, charx argv[]){

int scan;
cl.I r,q;
charx file = NULL;

opterr = 0;

while ((scan=getopt (argc ,argv ,"q:r:f:"))l=—1)
switch (scan)
{
case ’q’:
q = (cl_-T)atoi(optarg);
cout << "g=" << q << endl;

W nowej wersji jezyka funkcja H() zastapila funkcje Mix ().
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break;
case ’r’:
r = (cl_T)atoi(optarg);
cout << "r=" << r << endl;
break ;
case ’f’:
file = optarg;
cout << "plik=" << optarg << endl;
break ;
case ’77:
cout << "Nieznana opcja..." << endl;
default :
break;
}

if (file=NNULL){
cout << "Wyniki zostang zapisane do "
<< "pliku dane.dat"
<< endl;
file = "dane.dat";

if (q==0|r==0){
cout << "Musisz podaé r i q" << endl;
return (1);

}

ofstream dopliku(file );

dopliku << "#Warto$é¢ mierzona" << "\t"
<< "Prawdopodobiefistwo"
<< endl;

// parametry symulacji

// omega to pierwiastek z jedynki

// zalezny od okresu

const cl_N omega = exp ((2xPixIxr)/q);

// K okresla ilos§é skladnikéw ktére sumujemy
// zalezy on od okresowosci funkcji

const cl_ I K = floorl(q,r)+1;

cl_N podstawa;
cl_N temp;

cl_N wynik;

cl_N amp;

cl_I normal = qxq;
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for (int x=0;x<q;x++){
// resetuj wynik

amp = 0.0;
// to potegujemy
podstawa = expt (omega,x);

for (int j=0;j<q;j++){

wynik = 0.0;

temp = 1.0;

for (int i=0;i<K;i++){
wynik = wynik+temp;
temp = tempxpodstawa;

}

amp=amp+wynik ;

}

dopliku << x << "\t"
<< abs (amp*conjugate (amp))/normal
<< endl;

}

return (0);

Program zostal napisany z wykorzystaniem biblioteki CLN [30], dostarcza-
jacej klas pozwalajacych na przejrzysta manipulacje na wielu rodzajach liczb.
Program zostal skompilowany przy uzyciu kompilatora gcc w wersji 2.95 roz-
prowadzanego na warunkach licencji GPL.
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